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Premessa

Lo studio della configurazione delle grandi ope-
re di architettura, sia dal punto di vista del rileva-
mento, sia dal punto di vista statico, ha impegna-
to generazioni di architetti e di ingegneri. In que-
sti ultimi tempi assistiamo ad un rinnovato inte-
teresse per il problema. Con I"ausilio di nuovi me-
todi matematici e di modernissimi mezzi tecnologi-
ci, sono ripresi con fervore gli studi, non disgiunti
dalle appassionanti dispute degli scienziati.

Poiché riteniamo che I'armonia geometrica di
un’opera sia intimamente connessa alla sua fun-
zione statica, presentiamo in questo primo artico-
lo uno studio sulle curve funicolari in generale e
sulla catenaria in particolare. Si sono ricavate for-
mule che correlazionano solo gli elementi geometri-
c¢i della catenaria indipendentemente dal peso e
dalla tensione.

Anticipiamo le fotografie ! di catenarie sovrap-
poste ad un disegno ? della cupola del Duomo di
Firenze, evidenziando una spinta laterale proprio
nella zone ove si verificano la lesioni della cupo-
la stessa. La catenaria a campo gravitazionale

I Le fotografie sono state eseguite dal Dott. Arch. P. F.
Tramonti.

2 1] disegno & stato tratto da: W. Ferri, M. FonpELLI,
P. Franchi, F. Greco, Il rilevamento fotogrammetrico del-
la cupola di Santa Maria del Fiore in Firenze, 1.G.M.

deviato di circa 45° rispetto all’asse della cupo-
la sovrappone Dintera linea del disegno *.
Comungque lo studio particolare delle applica-
zioni della catenaria e di altre curve formera og-
oetto di successivi articoli in corso di elaborazione.

Curve funicolari

Consideriamo una sequenza lincare di elementi
infinitesimi la cui caratteristica sia quella di restare
costantemente a contatto pur permettendo lo scor-
rimento relativo di ciascun elemento rispetto ai
suoi adiacenti. Possiamo, come modello di comodo,
visualizzare la sequenza pensando ad una fila di
sferette infinitesime a contatto per mutua attra-
zione. Comunemente si pensa ad una fune perfet-
tamente flessibile ed inestendibile soggetta a forze
distribuite lungo la fune stessa. Pero questo se-
condo modello differisce dal nostro, infatti mentre
la fune & capace di resistere, oltre che allo sforzo
normale di trazione, anche allo sforzo di taglio, la
sequenza di sferette non pud reagire allo sforzo
tagliante, ma solo allo sforzo normale di trazione.
Sia la fune che le sferette presentano instabilita al-
I'equilibrio se compresse.

3 Mediante la formula (21) ¢ facilmente calcolabile il
rapporto H/g della catenaria in funzione dei dati geome-
trici del rilevamento.



Catenaria di peso uniformemente distribuito avente
I'asse circa coincidente con l'asse della cupola con-
frontata con la proiezione di un costolone esterno.

Catenaria di peso uniformemente distribuito con asse
spostato di circa 45° rispetto all'asse della cupola con-
frontata con la proiezione di un costolone esterno.

3

Catenaria di peso uniformemente distribuito con asse
spostato di circa 45" rispetto all’asse della cupola, so-
vrapposta al rilievo 1: 100 del costolone interno n. 3.

Particolare della foto n. 3.
4




Si possono fare varie ipotesi sulle caratteristiche
degli elementi infinitesimi costituenti la sequenza;
li abbiamo visualizzati come « sferette infinitesi-
me » attribuendo loro implicitamente « una for-
ma » ed «un volume ». Queste ipotesi non sono
necessarie, nel caso piti generale & sufficiente attri-
buire loro la caratteristica di una mutua attrazione
che pud costituirsi per fatti energetici legati o me-
no a forme geometriche.

Chiameremo ds lo spazio lineare infinitesimo
che intercorre fra i punti di contatto di un ele-
mento con i suoi adiacenti.

La condizione che la sequenza di elementi sia
inestendibile implica non solo ds = costante, ma
che i ds si dispongano secondo la tangente alla con-
figurazione di equilibrio.

Se considerassimo forze qualsiasi agenti sui sin-
goli elementi dovremmo definire infiniti parame-
tri. Nello studio delle funicolari si ipotizzano forze
ripartite: detta (f) la forza agente sull’arco di lun-
ghezza unitaria, la forza applicata all’elemento ge-
nerico ds sara: (f)ds.

Non abbiamo, per ora, posto limitazioni alla
(f) che si intende nota in ogni punto della se-
quenza.

Consideriamo la nostra sequenza lineare di ele-
menti gia in equilibrio per effetto delle forze appli-
cate e dei vincoli, e siano A e B i punti estremi
vincolati. Se operiamo una sezione in un punto P

Fig. 1

intermedio alla sequenza, si nota che attraverso
tale sezione la parte AP trasmette alla PB una for-
za uguale e contraria a quella che BP trasmette
a PA. Tale forza, mutua si dice usualmente ten-
sione in P e si indica con T, essa & diretta tangen-
zialmente alla configurazione di equilibrio in P.

In altre parole T & lo sforzo normale nella se-
zione P al quale reagiscono gli elementi della se-
quenza. Poiché la zona di contatto fra due elemen-
ti consecutivi si pensa infinitesima (puntiforme),
da cio la denominazione di tensione.

Evidenziamo ora nella nostra sequenza lineare
un elemento P, P, = ds (individuato dalle lunghez-
ze 5 ed (5 + ds) misurate lungo la sequenza con
origine arbitraria ai cui estremi figurano appli-

cate le tensioni T(s) ¢ T(s+ds) e che inoltre si:
soggetto alla forza (f)ds. L’equilibrio viene espressc
dalla relazione:

1} (f)ds *Tis1+Tfsod9]=0

Fig. 2

Se fissiamo un verso sulla misura s degli arch
e proiettiamo le forze su un sistema di assi carte
siani, posto (f)x = X ; (f)y = Y ; (f). = Z, pe
la (1) si ha:

de -Tx(s] *TX(S'dS)= 0
2) Yds - Ty(s) + Ty(sods): 0
 Zds -Ty9 + Ty(s+ds)= 0

Ricordando lo sviluppo in serie di Taylor:

" z " n n
f(x.+h) = fix,) + % fix,)+ ZL' X e o ,_r%tle_},R

si ha:

TGeds)s s ds G K dS

ove con Kds® viene indicato il resto della serie.
Sostituendo nella (2), dividendo per ds e sem
plificando si ha:

X+ §E +Kds =0
3) Y + 9% +Kds =0
Z + & +Kds =0

e per ds tendente a zero si ha:

AL

X ds 0

3,) YoﬂL:O
ds

L dT

Z ds =0



Essendo T(s) tangente alla curva di equilibrio,
i suoi coseni direttori saranno:

dx . dy . dz |
ds ~ds ~ds
ed anche:

d
Tx =Ts§ss T 'ESJ%;V-; T, =T(s;3—: ;

sostituendo nella (3’) si ha:

Y-l-%:ﬂ

4) ds

- d(Togd)
ds

Aggiungendo la relazione dei coseni direttori
/dx 2 d 2 2
@) @)@ -
ds ds ds
Si ha un sistema da integrare di quattro equa-
sioni nelle incognite x, ¥, z, T che permette di indi-
viduare la configurazione della curva e la tensione.
Le sei costanti arbitrarie di integrazione possono

essere determinate dalle condizioni di vincolo, per
esempio le coordinate di A e di B.

La catenaria

Nelle curve funicolari in generale si & conside-
rata una (f) generica agente sugli elementi della
sequenza. Consideriamo ora che gli elementi della
sequenza abbiano una massa, e quindi, in campo
gravitazionale, un peso per unita di lunghezza che
indicheremo con la lettera 4.

Poniamo che il campo gravitazionale sia diret-
to secondo l'asse y e sia costante, e che la curva
di equilibrio resti nel piano x, ¥, cioe che le (f)
siano costanti e parallele ( (f) = ¢ = costante).
Cid premesso le equazioni (4) diventano:

X

d
ds (T(SJ;;;\) =0
Al
5) dls (’Rslg—é‘ =q

B @
] ds
integrando le prime due equazioni delle (5) si ha:

(Posto T(s) = T)

dx
T 5=— = H = costante
6) I ds
dy _
]\T %—qs*b

La prima delle (6) implica che la proiezione
della tensione in direzione x, cio¢ la tensione oriz-
sontale sia costante in ogni punto della curva ca-
tenaria. Questa proprieta vale in generale quando
le (f) sono tutte parallele, in tal caso la tensione
ha proiezione costante su una retta perpendicolare
alle (f).

Se osserviamo che, nel punto pit basso della
catenaria, la proiezione verticale della tensione ¢
zero, ponendo in tale punto lorigine degli archi s
le (6) diventano:

dx
T ds H
T % =qs

6’)

\

T£1_X=0 per s = 0,
ds

infatti; dovendo essere:
sara anche b = 0.
Quadrando e sommando le (6°) si ha:
2| fdx rod : T 2
v | was
ed anche per la terza equazione delle (5)

T =\H+ @Y

T = qu%j + 8t

sostituendo nella (6):

dy . s
8) ds ~ oy, s
."\T/ *
posto:
H
9} —El—‘ - a

E bene ricordare che H ¢ la tensione orizzon-
tale costante in ogni punto della catenaria, ¢ & il
peso distribuito pure costante percio anche
a = costante. Dimensionalmente @ & una lunghezza.
Tenuto conto della (9) la (7) e la (8) si esprimono:

- T -qyFe

8") dy_ __ s
o S

integrando la (8’)

y = s ds

V a'+ s

= \a‘?s’- + C



Se consideriamo l'origine delle y nel vertice del-
la catenaria abbiamo: per y = 0 ; s = 0 per cui:
¢ = —a (il segno meno & dovuto ad aver conside-
rato il valore assoluto della radice).

Se spostiamo 'origine delle y dell’entita (—a),
ciod a sia I'ordinata del vertice della catenaria ab-
biamo ¢ = 0 per cui:

10) Y = 7° .‘-;;_

sostituendo nella (7) si ha:
11) T =gqy

questa importante relazione permette di affermare
che, con i riferimenti scelti per gli assi, «la ten-
sione in un punto della catenaria & pari al peso di
un pezzo di catena di peso uniforme ¢ lungo quan-
to I'ordinata y di quel punto ». Ciog « Le ordinate
dei punti, in opportuna scala, rappresentano le
tensioni ».

La (10) si puo risolvere rispetto ad a e rispetto
ad s ed otteniamo

10’) a :'Vy‘- §?
10”) s =\y*-a'

dividendo membro a membro le equazioni (6) si

ha:

e per la (107)

X a
cioe

ax= A
ed anche:
12) X=a ﬁ—d—%

Per effettuare l'integrazione della (12) porre:

t=\y?'-at 4+ y y‘—-:’- = -y 4+t
2?4 t?

per cui quadrando e semplificando y o= =

— 2 2 _,2 2 2
ed anche vy,_ 7 oo - a’;tt cu= B gyl By

sostituendo nella (12) si ha:
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essendo @ = costante poniamo (log.a + ¢ = )

x=aos[ 3 VG 1] )

Dovendo essere per x = 0 ; y = a avremo che
¥

=1;Ilg1 =0 percuic =0

a
13) xzalog[_}.\f(%)z_ 1}
ed anche:

ricordando le funzioni iperboliche:

-H X
== cos h-X_
Y g coshir)
Le (14) sono le equazioni usuali della catenaria
riferita ad un sistema di assi cartesiani x, y con

origine distante a sulla verticale dal vertice della
curva (vedi fig. 3)

14) y =a cosh(%)

Per la (11) e la (14)

15)
T _
- cosh %)

Per la (10) e la (14) abbiamo:



per cui

cioe:

ricordando le proprieta delle funzioni iperboliche:

pe - cosh )Vt = Vil

elevando a quadrato:

2

() ost G +65)
oo G|

2
cosht x - 1= senh X

otteniamo:
16) H X
S= q senh (W-q)
= x
17) s= a senh (T)
‘T y
Aﬁl— S _*._ % -
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Fig.s
s X
Si noti che: = sen h

a a
a pud rappresentare P'unita di misura lineare posto quin-

dia=1

L 1
s = sen h (x) _— =sen h(—)
2 2

Catenarie simmetriche
(con appoggi a livello orizzontale)

Si abbia una catena o fune flessibile di peso
uniformemente distribuito ¢ (kg/ml), fissata in due
punti a livello A e B distanti [ e sia L la lunghezza
della catena. (Dovra essere L > [) avremo che per

1 L

X = s = percid per le (16)
2 2

L:I_'l-stnh —!%
2 9 H

ed anche:

18) L=.2qﬁscnh (EI{?;)

d’altra parte detta f la freccia della catenaria cio¢ la
distanza del vertice della curva dalla retta A B
del piano di appoggio si ha:

f:x}—a:};-qu; X“=%*
H 2y H
H 2
19) f=—q'[005h(m) -1}

19°) f= a{cosh (%5)— 1}

le espressioni di L e di f possono scriversi:

sah (s 5

cosh(?:ﬁq} %— <1

elevando a quadrato e sottraendo membro a mem-

bro:
2 i a _ f 2 L 2
() snife) =5+ 1] - ()
essendo:

cos h2 x -sen h2 x =1



sviluppando i quadrati al secondo membro si ha:

1

2 2
e i) 1

ed anche:
2/ 2 2

) (£- )« Frar -0
cioe:
20) 9 . 2f . 8f

H T (LAaP- 7 7 12 -4f?
21 | _H L _af’

: T

21°) f =)@+ -a

3 2

H - q( B8-4r‘
22) f (per £ =L/2 si ha: H=0)

formula di notevole interesse che fornisce diretta-
mente e semplicemente la tensione H in funzione
del peso distribuito ¢ della lunghezza L e della
freccia f.

Ricavando [ dalla formula (18) si ha:

po_ 20 . L
L =3 argscnh(zi{/q)
sostituendovi la (21) otteniamo:

23)

J - (Lz'—z_lfz-).urgsenf:;(.ﬁ—f) 7|

4 f -4f? j

Formula che permette di correlazionare le sole
grandezze geometriche L, f, ed /, indipendente da ¢
ed H e dalla quale si pud dedurre la seguente pro-
prietd delle catenarie: « Funi della stessa lunghezza

nelle stesse condizioni di vincolo assumono la stes-
sa configurazione di equilibrio indipendentemente
dal peso del materiale di cui sono costituite ».

Ricavando [ dalla (19) e sostituendovi la (21)
abbiamo:

= L -4f’ argeos 8f
24) [ = T £2C h[T—_-m— + 1 il
— i B —
oy (L =4f o (L4f
() ek ()

Valgono per questa formula le stesse conside-
razioni fatte per la (23).

La formula (21) possiamo scriverla nella forma:
2

(L/2) f .

2f 2

ed anche:

2
(L{2)=23+f za+(asf) zasy,

2
Y:—TL:(L/‘?)Z—a:(L/Z)Z.(.l /2)_..5)
b q f f 2 f 2
T, = I +4f’
25) q 8f
2 2
26) T.),=q——L8F4f

formula di notevole interesse che fornisce diretta-
mente e semplicemente la tensione TB = Ta agli
appoggi in funzione del peso distribuito g, della
lunghezza L della catena e della freccia f.

(continua)



