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Conseguenze della agitazione termica sullamisura dis: effetto Doppler. Condizionedi criticitain unreattore
omogeneofinito. Dimensioni critiche. Buckling geometricoebucklingmateriali. Geometriasferica. Geometria
cilindrica. Caso tridimensionale.

Nellalezione precedente eravamo arrivati ad esprimere come segue la condizione di criticita
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Ricordiamo cheil prodotto hf rappresentail rapporto trai neutroni resi ei neutroni catturati dal reattore.

Per valutare la condizione di criticita & dunque necessario conoscere le s in funzione dell’ energia oppure anche in
funzione dellavelocitade neutroni. Possiamo infatti considerare una situazione semplificata come quellariportata nel
grafico seguente dove si ha un flusso dato da neutroni monocinetici:

f =nv
che incide normalmente su un target. _—

Abbiamo visto che in una situazione come questa si potrebbe calcolareil tasso di reazione nel modo seguente;

R=snvN
dal quale s ricaverebbe la sezione d’ urto microscopica come segue:
_ R
nvN

Vogliamo pero oratener conto anche dellatemperaturadel bersaglio. Se un nucleo bersaglio &€ fermo rispetto al sistema
di riferimento del laboratorio, infatti, le velocita del neutrone rispetto a laboratorio e al nucleo sono le stesse;
ovviamente questo pud succedere solo allo zero assoluto. In realta tutti bersagli si trovano, quantomeno, ala
temperatura ambiente e quindi i nuclei che li compongono si muovono per agitazione termica (presentano una
distribuzione maxwelliana di velocitd). Gli andamenti delle sezioni d'urto che si possono ricavare da valutazioni
teoriche o semiempiricheriferiscono levelocita (o energie) delle particelleincidenti rel ativamente al nucleo; le sezioni
d’'urto misurate sperimentalmente, invece, riferiscono le velocita delle particelle incidenti al laboratorio. Ovviamente
bisogna conciliare i due valori per poterli confrontare correttamente. Consideriamo dunque il tasso di reazione, e per
semplicita ignoriamo le densita dei neutroni incidenti e dei nuclei bersaglio, che assumono il ruolo di costanti di
proporzionalita. Nel caso di neutroni monocinetici si ha:

r=sv
ovvero:

r
Vv

I tasso di reazione r € unagrandezza che viene misurata, teniamo dungue conto di cosa effettivamente vedono i nuclei e
riscriviamo la prima relazione nella forma seguente:

= s (P,

dove Vv, elavelocita con la quale effettivamente un nucleo vede un neutrone mentre P(v)dv & la probabilita che una
velocitav s realizzi. Combinando allorale ultime due relazioni scritte si ottiene:

S =
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Se si considerassero dei neutroni veloci la velocita dei nuclel apparirebbe al confronto trascurabile. Utilizzando dei
neutroni termici, considerare i nuclei fermi risulta essere un’ approssimazione assolutamente inapplicabile; dobbiamo
infatti considerare larelazione seguente:
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Nella seguente tabella sono espressi acuni valori numerici relativi ai tre tipi di moderatore piu diffusi:

A VT
Vi

H,0 18 24%
D,O 20 22%
Gréfite 16 29%

Ricordiamo orail seguente grafico “tipico” dell’ andamento delle sezioni d’ urto di assorbimento:
S A

»
>

Nella zona termica, come abbiamo piu volte ricordato, vale la dipendenza 1/v e quindi, se siamo in presenza di neutroni
termici, s dovra avere unarelazione del tipo:

— S OVO
S a(Vr ) -
Vr
inserendo questa espressione nella (1) si ottiene:
— S OVO
S a (V) -
v

e quindi ladipendenza 1/v continua a valere anche tenendo conto dell’ agitazione termicadei nuclei besaglio e non sono
necessarie ulteriori correzioni. In effetti esiste un lieve scostamento dalla legge 1/v la cui entita puo essere valutata
osservando la seguente tabella che esprime i termini correttivi relativi all’andamento 1/v dell’ assorbimento e della
fissione a due temperature differenti:

T g a g f
20°C 0,978 0,9759
600°C 0,9229 0,9108

Soffermiamoci ora sullo scattering elastico che, abassa energia, presenta una sezione d’ urto costante, si avra
S o
S (V) = Ts O/r P(Vr )dVr
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L’integrale che appare nell’ ultima rel azione & una vel ocita media relativa e quindi possiamo scrivere:

Vi
—

s (v)=s

Facciamo orariferimento a disegno seguente nel quale appare ovvio che, se siamo nel caso in cui:

V| <<M
Vi @
s (v)@s,

S avra, naturamente:

e quindi:

Nel caso opposto, in cui invecesi ha

V[>>M
Vr @/

risultera essere:

equindi s avra

S

\

S, (V) =Ss—

Vv

In questo secondo caso vediamo ricomparire la dipendenza 1/v, e sperimentalmente si osserva che la sezione d' urto

dipende dalla temperatura, dato che le velocita dipendendono da essa. Tuttavia, in fisica dei reattori il secondo caso
descritto ha poco interesse, e quindi daorain poi supporremo sempre che S ¢ siacostante.

Soffermiamoci orasulle zone di risonanza. Consideriamo laformuladi Breit-Wigner secondo laquale:
const

(E-EN+G)

dove E; & I'energia di risonanza mentre G e la larghezza della banda energetica interessata dalla risonanza. Ci
dobbiamo ora chiedere se e come i picchi di risonanza vengono influenzati dalla temperatura. Innanzitutto dobbiamo
precisare che, quando non si lavora a temperatura pari allo zero assoluto, lalarghezza della risonanza non € Gma G,
(doveil pedice D staper Doppler) che & cosi definito:

4E KT

G =4 2

Vediamo ora pero di andizzare il tutto in termini di velocita. Scegliamo dungue un caso ideale di risonanza che puo
essere schematizzato nel modo seguente:

S S

S

1 »
T Ll

Se fossimo nella situazione di zero assoluto le maggiori probabilitadi catturasi avrebbero quando v ° Vv, .
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Se siamo ad una temperatura diversa dallo zero assoluto dobbiamo considerare la composizione di v con V e quindi &
possibile che la massima probabilita di cattura si realizzi anche con unavelocita vV <V, (oppure V>V, ), in quanto,
anche con una tale velocita, puo risultare possibile che la composizione traV e v porti ala situazione in cui s abbia
V+V © v, (oppure, rispettivamente, V- V ° v,).

Quando consideriamo dunque I’ effetto Doppler, anche una risonanza a forma di rettangolo come quella rappresentata
nella precedente figura pud modificarsi fino a trasformarsi in una curva simile aquellariportata nella figura seguente.
Vediamo ora come si giunge alla relazione (2). Come prima cosa notiamo che, conoscendo la temperatura, possiamo
ricavare lavelocitamedia di agitazione termicadei nuclei tramite la seguente relazione:

V_I_:Zﬁ
\ M

Quando dunque passiamo dalla situazione alo zero assoluto alla situazione con temperatura T, si vedra, nell’immagine
precedentemente mostrata, un allargamento della banda delle velocita che portano alla massima probabilita di cattura

che pud essere indicata nel modo seguente:
2KT
A Ve

Gy

1 »
T Lt

Passiamo oradall’intervallo di velocitaall’intervallo di energia corrispondente:

2 2
DE = G, =mv.Dv= v, | 2KT :erwl KTm :\/2m/1 KT _ [4EKT
M M A A

Proseguiamo nella descrizione in termini di energia e vediamo qual € I’ allargamento relativo della zona di massima

cattura
G L\ﬁ
£, JE VA

Dalla dipendenza dall’inverso di /E, ricaviamo che piti i neutroni sono veloci e meno mi interessa la velocita dei

nucle; dalla dipendenza da \/? , invece, ricaviamo che piu € ata la temperatura e maggiore € I’ alargamento della
risonanza. Se consideriamo allora due temperature diverse etali per cui si abbia:

T2 > Tl
possiamo estrarre il seguente grafico comparativo:
S A /T1
S T,

! »

L’ area di pericolo di cattura & ovviamente uguale nei due casi in quanto |I’integrale non dipende dalla temperatura; la
cattura allatemperatura T, & perd maggiore della cattura a temperatura T, perché I’ intervallo dell’ asse delle ascisse
che viene ricoperto € piu grande e quindi i neutroni (che, come vedremo, s muovono a pass discreti) hanno maggiori
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probabilita di cadere nella zona di pericolo. Questo effetto di temperatura ci ruba quindi dei neutroni (stiamo infatti

parlando dell’ assorbimento dell’ =8 ) pero € anche un effetto abbastanza utile nel senso che, se il reattore dovesse
scaldarsi piti del dovuto, un numero maggiore di neutroni verrebbe catturato contribuendo a contenere il danno.
Torniamo oraallarelazione di criticita

hf =1
dalaqualericaviamo:
1 SMOD N MOD MOD
— — a — o a
h = T =1+ GFUEL =1+ N FUEL g FUEL
a a
Da quest’ ultimarel azione ricaviamo:
FUEL MOD
N 1 Sa

N MoD _h .1 g FUEL
a
Abbiamo cosi trovato un rapporto trail numero di atomi del combustibile eil numero di atomi del moderatorein grado
di soddisfare larelazione di criticita; passiamo ad un rapporto tra le masse ottenendo:

MOD
AFUEL « 1 Sa

Ayop h-1s;7%
Usando i valori relativi all’ uranio naturale si otterrebbe:
s U =(0,72X02)s # +(99,2840°2 s 2 = 76b

a -

3)

mFUEL = rnMOD

essendo:
is 2 =680b

|

fs 2 =273
Sostituendo dunque i valori numerici nella relazione (3) si ottiene che un reattore omogeneo infinito che usa uranio
naturale ed acqua avrebbe bisogno di 3,5 kg di uranio per ogni litro d’acqua. Nel caso della coppia uranio naturale e
grafite (s vedano i valori numerici nell tabelle della scorsa lezione) sarebbero necessari 32 g di uranio per ogni kg di
grafite mentre, nel caso della coppia uranio naturale ed acqua pesante, si otterrebbero 2,4 g di combustibile per ogni
litro di moderatore. Nel caso, infine, di uranio altamente arricchito ed acqua, sarebbero necessari 14,8 g di combustibile
in ogni litro d’ acqua.
Torniamo ora a considerare I’ equazione della diffusione espressa nellaforma:

DN% - Sf +uS,f ==—
\

che puo essere riscritta nellaforma seguente:
DR +(qu -S. F 1

(4)
S, S, vsS, 1t
Nel mezzo infinito ed omogeneo la dipendenza spaziale viene a cadere equindi rimane;
us,-s.f _ 1
S, VS, Tt
Ricordiamo ora che lavitamediadei neutroni nel mezzo omogeneo finito era espressatramite larelazione:
-1 (5)
VSa
einoltre cheil coefficiente di moltiplicazione poteva essere espresso nel modo seguente:
usS, ©
= 6
¥ Sa
Combinando allorale ultimetrerelazioni scritte si ottiene:
(ke - 2F _ 9
I qit
dalaquales ricava
k-1,
f=f,e!

E’ importante sottolineare che, nellavalutazione di |, non stiamo tenendo conto dei neutroni ritardati.
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Supponiamo ora che il mezzo siafinito; siccome ricompare la dipendenza spazial e dobbiamo tornare ad occuparci della
relazione (4) che combiniamo nuovamente con la (5), la(6) e con larelazione seguente:

L? :.Jz_
S

a
Si ottiene cosi:

o i
L*N*f +(k, - 1f =1—
+( ¥ )f qt

In questa situazione, quindi, vediamo cheil flusso dipende siadallo spazio che dal tempo.

Ci mettiamo dungue in una situazione geometricamente molto semplice e consideriamo unalastrainfinitadi spessorea
(avendo incluso anche le distanze di estrapolazione). In una situazione come questa la dipendenza spazial e si riduce ala
dipendenza da una sola coordinata: lax. Si avradunque un flusso ddl tipof (x,t). Le condizioni a contorno che dovremo
porre saranno le seguenti:

1&3%-¢
e 2¢g

y X

Qb

+—F >
a

A causa della dipendenza spaziale ridotta alla sola dipendenza da x, I’ equazione della diffusione assumera la seguente
forma

% il
L21_[)<—2+(k¥'1)f :lﬁ (7)

Imponiamo la separabilitatralacoordinata x e lacoordinatat e otteniamo:

f(xt)= 4 A (t)cos(B,)
dovesa "

B, =(2n+1)> ()
a
Sostituiamo dunque nellarelazione (7) la soluzione trovata e otteniamo:

¥ ¥ ¥
- ’a A(1)B7 cos(B,x) + (k, - 1A A, (t)codB,x) =14 A (t)cos(B,x)
n=0 n=0 n=0
Questa espressione relativa all’invi luppo di tutte le armoniche deve essere valida anche armonica per armonica e cio
significa che la medesima equazione deve valere anche senzail segno di sommatoria, ovvero:

- L2A,B2 cog(B, x)+ (k, - 1)A, cos(B,x) = 1A' (t)cos(B,x)

Siccome poi tale relazione deve valere anche in ogni punto, cade la dipendenza spaziae e rimane:

- PAB? +(k, - 1A, =1A(t)
[k - (L+L282 A, =1A ()

E’ quindi rimasta solo una componente temporale. Definiamo ora un coefficiente di moltiplicazione parziale per ogni
armonica nel modo seguente:

ovvero:

— k¥
" 1+1%B?
Un discorso analogo puo essere poi fatto per le vite medie:
=
" 1+1°B?

Combinando dunqgue le ultime tre relazioni scritte si ottiene:
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dalaquales ricava

Lasoluzione completasaraalora
kn-1,

F(xt)= 5 A (0)cos(B.xX)e

Se abbiamo scelto una concentrazione tale da portare sottocriticita, ovvero k, <1, s avra che risultano minori
dell’unitaanchetutti i K, equindi il flusso iniziale si smorza. In effetti ogni armonicasi smorza con un periodo:

- n
"k -1

Nel caso di reattore infinito, per ottenere la criticita era sufficiente portarsi nella situazione di:

k, =1
Orache siamo passati a caso del mezzo finito, tale condizione non bastapitl. Seinfatti tale condizione fosse verificata,
avremmo nuovamente tutti i K, minori dell’ unita, e dunque un flusso complessivo che tende asmorzarsi. Rispetto alla
condizione di reattore infinito, dunque, dobbiamo aggiungere ulteriore combustibile in modo da metterci in una
situazione nellaquale s ha

1, >1
:i:ko:l
fh <1
.:.k2<1
i...

In questo modo si vedranno spegnersi tutte le armoniche tranne quella per n nullo; rimane dunque:
f (x,t) = A, cosB,X)
E quindi il grafico della situazione finale sarail seguente:
fA

Ve

0

y X

L’ armonica privilegiata & quindi quella con n=0 e quindi sono importanti i parametri K,, |, e B,. Aumentando
ulteriormente la concentrazione di combustibile in modo da mettersi nella situazione:

ik, >1
:i: Ko >1
ik <1
: k, <1

s avra ancora che la prima armonica tende alla fine a dominare ma il flusso tendera ad crescere sempre piu, come

schemati camente rappresentato nella primaimmagine della pagina seguernte.
Mettiamoci oranellasituazione di criticita, ovvero nellasituazione nellaquale s abbia:

k
Ky =—%—
° 1+1°B?
54



ovvero, nella geometria che stiamo considerando noi (si ricordi larelazione (8)):

— k¥ —
kO —W—l

La scelta della geometria € dunque indispensabile perché scegliendo la geometria si scelgono anche le forme delle
autofunzioni tra le quali, come abbiamo appena visto, € importante la prima. Definiamo ora il coefficiente di
moltiplicazione effettivo come segue:

Ket = Ky Paer

1
Paer —W

f

dove, nellageometria considerata sara:

L B

<—a—>
Il fatto che sia apparsala probabilita di non fuga termica significa che, ovviamente, passando a caso del reattore finito

bisogna considerare anche le fughe. E' ora necessario precisare che il termine L& stato fino ad ora considerato
relativamente all’ interamiscela e non solo a moderatore, ovvero s aveva

D_.
L2 - misc (9)

misc misc
Sa

Generalmente s avra

2 2
Lmisc < I-MOD
In effetti il rapporto
N MOD
N FUEL
e talmente grande che si pud porre
Dmisc » DMOD

Non sara cosi pero per I’ assorbimento, dato che lasez. d' urto del combustibile € ordini di grandezzamaggioredi quella
del moderatore, per cui:

misc — cMOD FUEL
Sa - Sa + Sa
Combinando dunque le ultime due relazioni scritte con larelazione numero (9) si ottiene:
- Dmisc - DMOD
S;T‘IISC SZUEL + SZIOD
Combinando quest’ ultima relazione con la definizione del fattoref che troviamo come quartaeguazione dellalezione di
0ggi, otteniamo:

L2

misc

12 = aDMODQ SZIOD =12 (1_ f)
misc gSMOD BSMOD 4 QFUEL — ~MOD

Giunti aquesto punto possiamo riscriverelacondizionedi criticitaper un reattore omogeneo finito nel modo seguente:
hf

1+ 12, (1- f)(%)z )

Unarelazione di questo genere puo essere utilizzatain due modi diversi: € possibilefornireladimensionea ericavareil
rapporto Nz /Nyop OppUre viceversa. Le dimensioni del reattore che, per un fissato rapporto Nqg /Nyop »
garantiscono lavalidita della condizione di criticita, prendono il nome di dimensioni critiche.
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Concentriamoci ora sullarelazione che definisce la probabilita di non fugatermica che, per questa geometria sara:
1

I:)NFT - ( )2
2
1+ I-misc %

Se ci poniamo in situazione di reattorecritico, I’ equazione di diffusione avrala seguente forma:
DN +(us, - S, f =0

OVVero:
L*R% +(k, - 2f =0
oppure anche:
N2 +k¥L—;1f =0

Nei mezzi non moltiplicanti il coefficiente di moltiplicazione € ovviamente nullo e quindi I’ ultima relazione scritta si
riduce come segue:

~ 1
N Zf - —2f =0
L
Si puo dunque comprendere come si sia arrivati alla relazione che esprime il caso in cui ¢’'€ anche la produzione. La
relazione:
Ky

=— * =1 10
1+1°B2 1o

eff
puo riscriversi nel modo seguente:
k 1 2
¥ T B? = @9
L? ° édapg
In quest’ ultimarelazione si noti come le informazioni nucleari (presenti nel primo membro) siano state separate dalle

informazioni geometriche (presente solo a secondo membro). Definiamo dunque il "Buckling geometrico” e il
“Buckling materiali” rispettivamente come segue:

(11)

] ko)
B2 =8~
:, ’ gaﬂ
B2 =

[ L2

Se il reattore € in stato di criticita vale, come abbiamo visto, la relazione (11) e quindi varra anche la seguente
uguaglianza

{N°f - B2 =0f={N° - B =0}
Vediamo ora se € possibile trovare la relazione che esprime la probabilita di non fuga termica anche tramite un

approccio del tutto diverso. La definizioneteoricadi probabilitadi nonfugatermicaé un rapporto trai neutroni catturati
ei neutroni catturati sommati con i neutroni fuggiti. In generale possiamo dunque esprimere tale probabilita nel modo

seguente:
éSaf av
\

P, :
T gpfav + ynds
\%

S

Ricordando che:
o) 0dS = ¢ylividv
S \Y

Si ottiene;

Pur =

3S.fav
\

OS.f AV + ¢plivaav
\ \

Ricordando pero che:
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J =- DNf
e poichéil reattore deve essere critico, vale la seguente uguaglianza:
divJ =- DN? = DB
es avraquindi:
B av
= \Y
6Saf av + (‘jDBSf dv
\% \%

Poiché il sstema e stato assunto omogeneo, questa relazione deve essere valida punto per punto e quindi pud anche
essere riscrittanel modo seguente;

I:>NFT

S

a

S, +DB?

NFT

ovvero anche:
1
Per = D .
1+—B;
Sa
Ricordiamo ora la relazione (9) che ha valenza genera e e che ci permette di riscrivere I’ ultima relazione nel modo
seguente:

_ 1
NFT 1+ L2 Bg
Combinando dunque quest’ ultimarelazione con I’ equazione (10) S ricava
k¥ I:)NFT = 1
dacui, ovwiamente:
1
PNFT = k_
4

Riassumendo: ci siamo occupati di un reattore omogeneo, finito e nudo, ovvero di un reattore nel quale non ¢’ € niente
che si oppone allafugadei neutroni, e abbiamo considerato I’ equazione completa:

- 1df
DN* - Sf +uS,f ==—
v dt
Tale relazione € stata specializzata per la geometria piana e sono stati cosi trovati gli autovalori e le seguenti due
espressioni:
— k¥
1+ L*B?
2 2
B, = Bg
Quanto abbiamo trovato per la geometria piana vale anche per tutte le altre geometrie; le equazioni che ci
interesseranno sono le seguenti:

i
|
i
[

iN% +BX =0 12
I .
itNF +B%f =0
La parte temporale s risolve pensando che s trovera un autovalore, il piu piccolo, che sara quello da prendere in
considerazione. Daorain poi, dungue, ci disinteresseremo del tempo.
Andiamo dunque a soffermarci sulla geometria sferica (che & una geometria con la quale, effettivamente, possono

essere redlizzati dei reattori) e quindi, considerando un flusso che dipende dalla solar (si veda la figura della pagina
seguente), consideriamo |a seguente relazione:

~ 1d?
Nt =5 )
rdr
In questo caso, quindi, larelazione (12) potra essere riscritta nel modo seguente:

2
%%(frh BXf =0
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ovvero:

Per semplicitadi notazioneimponiamo orachesa

fr=F
e quindi, combinando le ultime due relazioni scritte, si ottiene:
F' + B;F =0

Abbiamo dungue trovato un’ equazione differenziale semplice darisolvereil cui integrale generae &
F= Asm(Bgr)+ Bcos(Bgr)
e quindi, ricordando il legametraF ef :
()= Asin(B,r )+ Bcos|B,r)

r
Siccomevogliamo cheil flusso siafinito anche per r chetende azero, possiamo ridurrelarelazione appenascrittacome
_ Asi n(Bgr)

segue:
f
()=—

Detto alora R il raggio effettivo del reattore sferico che stiamo considerando, imponiamo la condizione a contorno
secondo laquale;

f(R)=0
e cio significaimporre:
Asin(B,R)=0
Daquestarelazione si originano una serie di autovalori poichés avra
B,,R=np
e quindi:
n
Bgn = _p
R
Ci interessa, ovviamente, solo il primo di tali autovalori, ovvero:
B, =2
R
Il motivo per il qualemi interessasoloil primo autoval ore & facilmente comprensibile considerando il disegno seguente:

A

e
Y
Appareinfatti evidente che, siccome non possono esistere flussi negativi, il confine del reattore si avraad unadistanza

(indicatain rosso nel grafico) allaquale per laprimavoltail flusso si annulla. Nellatabella seguente vediamo I’ anal ogia
relativa a Buckling geometrico della geometria piana e della geometria sferica:
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Geometria piana Geometria sferica

p p

a R

Occupiamoci oradellageometriacilindricae, in particolare, facciamo riferimento al cilindro infinito.

S —

~————

Anche in questo caso ci troviamo a dover affrontare una situazione monodimensionale in quanto il flusso dipendera
solamente dalla coordinata r ; anche in questo caso, quindi, si fa riferimento all’ equazione (12); in questo caso, pero
bisogna fare riferimento alle funzioni di Bessel per gestire il laplaciano di f . Sfruttando dunquele funzioni di Bessel si
otterra unafunzione J, con il seguente andamento:

Ar =2405
—

>

P
\/

Il primo zero dellafunzione deve coincidere, ancora, con il contorno (estrapolato) del reattore; in questo caso quindi si
ara

_ 2,405
"R
doveR éil raggio del cilindro. Fino ad oraci siamo dunque occupati di tre geometrie monodimensionali (nel senso che,

in tutti i casi, S aveva la dipendenza da una sola coordinata: X, r e r), vediamo ora un caso tridimensionale: il
parallel epipedo.

B

/
In questo caso il flusso dipende da tre coordinate e pud essere scomposto nel modo seguente (separabilita delle

variabili):
f =f(xy,2)=F(x)5(y)H(2)
5¢
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Larelazione (12) puo essere cosi adattata a questa situazione:
di¥ d¥  d
2 + 2 + 2

dx® dy° dz

Combinando dunque le ultime due relazioni scritte si ottiene:
F'GH +FG"H + FGH " + BngGH =0

+Bf =0

oVVero:
F I 1 H 1
+ G + +BZ =0
F G
dacui s ricava
‘I F 1
j— =const=-a’
r F
I 1
1G
f— =const=-Db?
i G
| H ]
—— =const = -g°
i H
Concentrandosi sullaprimarelazione di questo sistemas avra
F'+a’F =0
Un'’ equazione come questa ammette soluzioni di tipo trigonometrico, ovvero:
F = cosfax)
Dobbiamo poi imporre le condizioni a contorno secondo le quali:
& ao_
coga, -+=0
e 2g
dacui s ricavano gli autovalori seguenti:
a, =(2n+1)2
a

Un discorso analogo puod poi essere ripetuto anche per le altre due coordinate; si otterra dunque:
-aj-bf-9i+B2=0
dacui:
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Lezione numero 10
6 Ottobre 1999
Il cilindro finito. Scelta della geometria ideale. 11 reattore del CESNEF. Misure del Buckling materiale. |1
riflettore. 11 Reflector Saving.
Nellalezione precedente avevamo analizzato i Buckling geometrici relativi ad alcune geometrie; i risultati ottenuti sono
riassunti nella seguente tabella:

Caso geometrico Buckling geometrico
Lastrapianainfinita g2 =209
° éag
2
Cilindro infinito g2 = 24050
e R g
2
Sfera 32:8‘*’_9
° éRg
2 2 2
Paral Il epipedo g2 =0 +g’i£ +8‘BQ
’ b C
edg ebg eCg

Analizziamo ora un caso geometrico particolarmente significativo: il caso del cilindro finito.

P
H <L>
\/
v
Dovremo ancorafareriferimento allarelazione
N2+ BX =0

Invece di fare i conti, perd, osserviamo cosa succede nel passaggio dalla lastra piana infinita a parallelepipedo. Si
partiva da una soluzione del tipo:

5
COSI?E— X+
ead g

per arrivare ad una soluzione del tipo:

cos;— X cosE;— y cosE;—
g ecC 21

Per passare da una lastra piana infinita ad un parallelepl pedo si pud pensare di ottenere quest’ultimo tramite
I'intersezione di 3 lastre piane mutuamente ortogonali. Seguendo una anal ogia simile vediamo orail passaggio dal caso
del cilindro infinito al caso del cilindro finito: per ottenere un cilindro finito si pudinfatti pensaredi tagliareil cilindro
infinito utilizzando due piani paraleli, che possiamo pensare appartenenti ad unalastra pianainfinita. 11 risultato finale
dovraallorarisultare scomposto in una parte dovutaal cilindro infinito e in una parte dovutaalalastra piana, ossia:

f(r)= cos(;— r —J 2
g 24054

dacui s ricava:
g2 &P 0, aR4055
¢ EHg é R g
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Conoscereil Buckling geometrico € molto importante per poter stabilirele dimensioni di un reattore; supponendo infatti
di aver scelto lamiscelasi conosce il Buckling materiale, ovvero si ha:

B2 = k¥ -1
m |_2
E’ dlorasufficiente sfruttare la seguente uguaglianza:
B2 = B2

per stabilirele dimensioni del reattorein base allageometriachesi e scelta. Nel caso chesi vogliarealizzare un reattore
aformadi parallelepipedo, I’ ultimarelazione scritta assumera al seguente forma:

.2 .2 .2

B2 = PO, 8@9 + 8‘29
eag ebg ecg

e quindi si potranno scegliere le dimensioni a, b e ¢ del parallelepipedo in modo che soddisfino tale relazione. Un
discorso analogo puo essere fatto anche nel caso in cui si scelgalageometriacilindrica.
Ora che abbiamo introdotto tre geometrie effettivamente realizzabili (lasfera, il cilindro finito e il parallelepipedo) &
necessario stabilire quale di queste tre sia la migliore ovvero quale di queste tre permette un maggior risparmio del
combustibile. Appare ovvio che sara necessario scegliere la situazione che minimizza il volume; sarebbe dunque
consigliabile scegliere unageometriasferica. Se, per0, per altri motivi, fosse necessario costruire un reattore che sfrutti
effettivamente la geometria cilindrica o quella del parallelepipedo, bisogna fare in modo che, anche in questi casi, il
volume sia minimizzato. Vediamo dunque come si puo fare per trovare il paralelepipedo che minimizzail volume a

parita di Bg (ricerca di un minimo condizionato). Utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, e quindi
introduciamo la seguente combinazione lineare:

F=V+|B? (1)
doveV siail volume. Nel caso specifico del parallelepipedo si ha:
iV =abc
! ) 2
{Bgz :g’ig +8® 9 +8@9
| éag ebg ecg

dacui s ricava

Annulliamo orale derivate della F rispetto alle tre coordinate che descrivono il parallelepipedo ovvero consideriamoil
seguente sistema:

I
o

—— ] ] ——r— — —
o2 ol ol
O ‘TI U‘TI QJ"I'I
1]
o

=0
cheequivalea

‘I 2
ibc=21 2
i a
. 2
:'ac =2 p_3
i b
: )
1 ab =2 p—3
1 C

Tale sistema puo essere manipolato e riscritto nel modo seguente:



i a’bc

T 21 = 2

.I. p

. 3

I ab°c

1 21 = >

.I. p

i abc®

.I. 2| = >

) P

Daquesto si deduce cheletre equazioni del sistemapossono essere tutte vere solo seil parametrol éinessenzialeese

a=b=c

Si & dunque ottenuto che la struttura ideale € quella cubica. Un discorso analogo viene poi fatto anche nel caso del
cilindro finito; in questo caso specifico si avra

IV =pR°H
|
I L& 4050
182 =2 4+
| éHg é R g
equindi larelazione (1) diventa:
F= pRZH-+I%§LQ +8824050

a
ga 5 & R 24
Nel caso del cilindro sara necessario derivare solo rispetto all’ altezza e al raggio e quindi si avra

|d_F_0
Im

dF_

ovvero:

Anche in questo caso € possibile eliminare il parametro | dividendo membro a membro le due equazioni dell’ ultimo
sistema scritto:

o _(2405) et ¢
R p’ &Rg
dalaquales ricava
84735
J_ 2,405 =t

Nel caso di geometria cilindrica, dungue, Ia situazione che permette il maggior risparmio del combustibile
rappresentata da un cilindro la cui altezza &€ un po’ meno che doppiarispetto al raggio.
Riassumendo:

Nel caso della sfera dobbiamo considerareil seguente sistema:

i 4
-V =—pR
Y

I, _a®0
iBy =¢=+
i 9 gRg
: B =B}

Combinando tradi loro queste trerelazioni s ottiene:

n
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.3
—ﬁp&ig 1299
3 &B, B Bf‘n
Nel caso del cubo il sistemadaconsiderare € il seguente;
iv=a

Combinando tradi loro queste espressioni si ottiene:

.3
0 16 1
V= g/_ = ];
B.s B,
Nel caso del cilindro, infine, dobbiamo fare riferimento al seguente sistemadi equazioni:
‘|V =pR*H
| _ap o ae?4050
ot e o
F éHg é R g
iB; =B}
T
H
[— =184735
IR
ddlequdi s ricava
1
=183

Appare dunque evidente che la geometria che consente una migliore minimizzazione del volume € lageometriasferica,
seguitadalla geometria cilindrica e dalla geometria cubicain quest’ ordine.
Consideriamo, come esempio numerico, il reattore in funzione tempo faal CESNEF che eraun reattore omogeneo che

sfruttava come combustibile U e come moderatore!’ acqua. Lamassacriticadel reattoreeradi 1,1 kgeil raggio era
di circa20 cm.

Il reattore del CESNEF, in realta, era un reattore riflesso e conteneva, ovviamente, anche dei neutroni velaci e quindi
non siamo ancora in grado di descrivere in maniera approfondita tale sistema (possiamo comungue intuire che la
presenza del riflettore giocava a favore del reattore mentre la presenza dei neutroni veloci era un punto a sfavore).

Ricordiamo i dati numerici che avevamo ricavato durante la lezione numero 8 a proposito del reattore ad =y
moderato ad acqua

N

':'h 2 =207
: f 2 =0,483
ic = 11,8|g
L’ ultimo dato implicava che fosse: |
° =11056

235
Con questi valori erainoltre confermatalarelazione caratteristica del reattore critico:

h 235 f 235 — 1
Tutti i discorsi che ci avevano portati a questi valori numerici erano stati fatti senza considerare la presenza di sorgenti

di neutroni. Nel caso di un reattore funzionante, pero, siamo in presenzadi un mezzo moltiplicante; ci si chiede dunque
se anche in questa situazione vale la condizione:

S, <<S§,
Supponendo che praticamente tutti i neutroni assorbiti dal combustibile diano origine afissione si avra:
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nS; » S,
e quindi, imporre che lo scattering sia dominante significaimporre che:
nS; <SS
Ricordando i valori numerici secondo i quali:
is 2 = 680b

|

is M =0,66b
|

1S 5235 =10b
s M2 =103p

si ottiene, effettivamente:

2355 235 | N[HLOg H0
%—N Sa *N7S." 15402

N 25 S235 + N"Ps :120
Fatta questa osservazione che ci permette di considerare buoni tutti i val ori numerici trovati in precedenza, possiamo
soffermarci sulla geometria del reattore che, come detto, era un reattore sferico. Siccome ci sono della fughe sara
necessario aumentare la concentrazione di Uranio nell’ acqua. Imponiamo dunque che sia:

N
0 107 2)
235
che corrisponde alla seguente concentrazione:
C= 13,056|g

Possiamo alloraricavareil parametro f nel modo seguente:
8235
a

0,5082

Possiamo a questo punto calcolareil K, nel modo seguente:
k, =h 2§ =1,052
Un ulteriore dato importante &, ora, il termine Lfn chesi ottiene a partire dalla seguente relazione:
L?n = L%—IZO(]'_ f)

Sapendo allorache &

Lo =285Ccm
S ricava:

L% o =812cm?
e quindi:

L2 = L2 ,(1- f)=3995cn?

Ora abbiamo tutto quello che ci serve per ricavare il Bucklimg materiale tramite la seguente relazione:

k, -1
B =——=1301740 *cm’*?
m
Avendo scelto un reattore sferico dobbiamo orauguagliareil Buckling materiale del reattore conil Buckling geometrico

caratteristico dellageometria sferica, ovvero:

dacui, esplicitando per il raggio R si ricavail raggio critico:
R=275cm
Per sapere quanti neutroni lasciamo sfuggire usiamo larelazione
k¥ I:)NFT = 1
dalaquales ricava



Possiamo dunque affermare che scappa il 5% dei neutroni termici. Il volume critico non € atro che la sfera
caratterizzata dal raggio critico equindi s avra
V., =871
Per ricavare lamassa critica, invece, sfruttiamo larelazione (2), dallaquale s ricava:
25 _ o N*° 235
mg” =m' ——x——=114kg
N™> 18
Dopo aver visto questo esempio numerico possiamo tornare ad occuparci del Buckling materiale che, comesi ricorda, &
definito dallarelazione:

B2 = k¥ -1
m |_2
Ovviamente € nel nostro interesse avere un Buckling materiale il piu alto possibile e quindi risulta particolarmente
conveniente avere un termine L2l piU basso possibile. Conoscereil Buckling materiale &€ un punto talmente importante
che, soprattutto quando si € in presenza di miscele nuove, oltre ai calcoli il Buckling materiale viene effettivamente
misurato; per fare questo si usano masse molto inferiori rispetto alla massa critica (solitamente inferiori ad 1/3 della
massa critica). Supponiamo dunque di avere a disposizione unamassaM di miscelaalaquale viene datalaformadi un
parallelepipedo di spigoli a, b ectali per cui:
V =abc <<V,

Siccome siamo molto a di sotto dellacriticitanon vedremo accadere niente ameno di non inserire dei neutroni termici;
supponiamo di introdurre tali neutroni lungo I’ asse z (con riferimento all’ immagine seguente).

Consideriamo a questo punto la seguente rel azione:
N%* +B%f =0
che, nel caso dellageometria scelta, diventa:
d¥ d¥ d*f
2 + 2 + 2
dx* dy° dz
Imponiamo nuovamente la separabilita delle variabili, ovveroimponiamo che sia:
f(xv.2)=F(x)c(y)H(2)

Potremo cosi ottenere, con un procedimento giavisto in precedenza:

‘I I

+BXf =0 3

i~ =const= -al (4)
vl

%G—:const:- b2 (5)
i G

tH =const=g?

1 H - _gn,m (6)

|
Da questo sistema (noto con il nome di esperienza esponenziale) si ricavala seguente espressione del flusso:

f(xy.2)=4 A, cosla,x)cos(b,y)e

Imponendo le condizioni a contorno lungo le direzioni x ed y si ricava:
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;\i;an :(2n+1)%

b, :(2m+1)%

Le costanti A, inoltre, non sono fisicamente importanti poiché dopo un po’ (ovvero ad una certa distanza dal piano
z=0) le armoniche lungo x e lungo y scompaiono, rimane;

f (Z) » @ 90
dunque, misurando il flusso avarie distanze z, possiamo ricavareil valoredi g, -
Riscriviamo oralarelazione (3) sfruttando il sistema composto dalle relazioni (4), (5) e (6); si ottiene cosi:
F 1 GII H I
+ +
F G H

2
+B. =0
OVVero:
2 2 2 2 -
-ag - bm +gn,m + Bm =0
Comericordato, in zone un po’ lontane dal piano sorgente si puo anche scrivere;
2 2 2 2 —
-ap - bo +go,0+Bm =0
dacui s ricava

in cui, asecondo membro, i primi due termini sono puramente geometrici, e il terzo si ricava sperimentalmente.

Facciamo ora un ulteriore passo avanti nella descrizione di un reattore e parliamo del riflettore. Fino ad ora abbiamo
sempre fatto riferimento amezzi moltiplicanti finiti manudi; nell’analisi numericafattain precedenza del reattore del
CESNEF si tollerava una fuga di neutroni termici pari al 5%. E' pero evidente che, per motivi di sicurezza, unatae
percentuale di fuga di neutroni termici non € assolutamente tollerabile. A queste considerazioni legate alla sicurezza
bisogna poi aggiungere una ulteriore osservazione: facendo riferimento alla seguente immagine si pud vedere come,
vicino alazonadi frontiera, il combustibile lavoramalissimo in quanto il flusso che illumina quella zona é scarso.

fa

Sono questi dunque i due principali motivi che mi spingono ad inserire uno specchio per i neutroni (il riflettore
gppunto): in questo modo, infatti, evito gran parte delle fughe e miglioro la distribuzione del flusso. Come prima cosa
bisogna chiedersi cosasi pu0 utilizzare comeriflettore. Ovviamente un buon riflettore non deve catturare e quindi deve

avereuna S , molto piccolain zonatermica, inoltre un buon riflettore deve garantire degli scattering all’ indietro vicini

alla materia moltiplicante e quindi si deve avere una S ¢ molto grande. | neutroni veloci, infine, devono poter essere

presi dal riflettore, rallentati e rispediti verso I’ interno, dunque il riflettore deve avere anche un ato potere rallentante.
Buoni riflettori sono allora, nuovamente, I’ acqua, |’ acqua pesante e la grafite; molto spesso, infatti, il moderatore el
riflettore sono costituiti dallo stesso materiale. Soffermiamoci sulla geometria piana e consideriamo una lastra piana
infinita circondata da due lastre di riflettore; I'andamento del flusso nelle tre zone che si vengono a creare
rappresentato nell’immagine seguente:

fa

\4\‘ X
T 1 >

—>
<>
b a

| 1
b
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Anche in questo caso il flusso dipendera solo dalla coordinata x perd la zona centrale € composta da materiale
moltiplicatore per il quale vale la seguente relazione:

N% _+BX =0 ©)
mentre le due zone esterne sono composte dal riflettore per il quale vale larelazione:
~ 1
sz P Ff =

r
Dadllarelazione (7), quindi, s ricava:

f.(x)= Acos(B,x)
che, come s osservadal disegno, non si annullaal contorno del reattore; dallarelazione (8), invece, si ricava:

g +b- x2

( ) Alsmh‘; -
L, +

s

che si annullasu quello che prendeil nome di contorno estrapolato. Allafrontieratrai due mezzi, ovviamente, ci dovra
essere uguaglianzadei duefluss e quindi s avra:

&b 0

Acosf:eB —+— Asi hgrg

e ¢i dovra essere anche uguaglianza delle correnti, e qui ndl
aeBma 0_ D A1 &b 0

D,,AB,,Sing shgf
e 2 ]
Facciamo orail rapporto membro amembro trale ultime due rel azioni scritte e ricaviamo:
a o D, &b 0
DB tang B ~cothG—=
£2 g L L g

Se ne sono andate e due costanti che fornivano informazioni inessenziali. Nell’ ultimarel azione scritta vediamo che le
informazioni nucleari sono forniteda D,,, B, D, ed L, mentreleinformazioni geometriche sono fornitedaaeb.

Risolviamo ora |’ ultima equazione scritta esplicitando rispetto ad a che, daorain poi, chiameremo a, (spessore della
lastrain presenzadel riflettore); siccome I’ Uranio in acqua € molto poco possiamo fare la seguente approssimazione:

Dm » Dr
e ottenere cosi:
2 e 1
a =— arctane—cothg
B, eBm ; L m
Senon ci fosse il riflettore, la dimensione critica del reattore nudo sarebbe:
_Pp
ac, =——
Bm
L’introduzione ddl riflettore si traduce inun risparmio che prendeil nomedi Reflector Saving (R.S.) che é cosi definito:
RS =a, - a
S avradunque:
1¢€
RS =— aa 2arc tanb coth g— —-u (8)
B, 8

Fissati i materiali dellazonamoltiplicante e del riflettore (ovvero fissati B, ed L, ) possiamo graficare!’ andamento di
R.S. d variare di b, si vedaaquesto propositoil primo grafico della pagina seguente. Nel caso si utilizzasse grafite, con
L, =47cm

e unamiscela caratterizzata dal seguente Buckling materiali:
B, =27x0°cm™
I’ efficienzadel riflettore sarebbe quellaindicata nella seguente tabella:
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Spessore del riflettore (b) Reflector Saving
(cm) (cm)
1 2
5 10
25 46
100 91
500 94
1000 94

Come possiamo vedere, tale tabellae divisain due zone: nellaprimazona (in grigio) il risparmio € pari, circaa2b, nella
seconda zona (in bianco) si vede comeil risparmio totale non puo arrivare asuperare 2L, .

RS A

b
>

L’andamento evidenziato dal grafico e dalla tabella pud essere spiegato dal punto di vista analitico osservando che,
qualoras abbia

£<<1

r
ricordando il limite notevole secondo il quale:

. 1
limcoth x » =
X® 0 X

RS. = lg) arctanael a
-~ =5 g—m
B, N mem

Sempre sfruttando i limiti notevoli abbiamo che, trovandosi in presenza dell’ arctan di un numero molto grande, s pud
fare la seguente ulteriore semplificazione:
arc tanb T »

Combinando le ultime due relazioni scritte si ottiene:

larelazione (8) si riduce come segue:

d]
RS. = —g) 2(;— - 0 =2b
B, e %
Abbiamo dunque la conferma andlitica della prima parte deIIatabelIa. Quando, invece, s ha
3 >>1

r

possiamo fareriferimento a seguente limite notevole;

limcothx » 1
X® ¥

Larelazione (8) si riduce allora come segue:

@1 W
RS =— aa 2arctan ay|
Bm e Bm Lr m
Sfruttiamo nuovamente la medesima semplificazione pri mavistaa proposito dellatangente, in questasituazione si avra:

arctan B- B, L,

m r ﬂ
che, combinata con larelazione precedente, mi permette di dimostrare I’ andamento della seconda parte della tabella:
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Lezione numero 11
7 Ottobre 1999
Il riflettore. Il rallentamento. Variazione della velocita con I'urto. Differenzatraldrogenoealtri moderatori.
Variazione dell’energia con I’urto. Urti successivi al primo.
Nellalezione precedente eravamo arrivati ad scrivere la seguente relazione:

2 €1
a =— arctane—cothg
m eBm r L m
che esprimevail risparmio nel mezzo moltiplicante dovuto allapresenzadi unriflettore. E' importante sottolineare che
I'inserimento di un riflettore lascia inalterata la probabilita di fuga ma diminuisce il numero delle fughe effettive.
Consideriamo ora, nel caso dellageometriapiana, il seguente rapporto:

f

f

max
Quando siamo in presenza di un reattore nudo ricordiamo cheil flusso € dato dalla seguente relazione:

)
= cos > XT
an

equindi s avra (ponendo per ipotesi pari ad 1 il flusso massimo):

(1)

i
. 20:0 aEtix-dx 5
a,
- 0 -25n®0%:-2-0m
f e a, p e2g p
Nel caso, invece, di reattore riflesso, ricaviamo, dallarelazione (1):
é b ¢l
aB, = 2arctane—coth§— oy
e m-r Lr
dacui si ottiene (ponendo ancora pari ad 1 il flusso massimoy):
0
o2 (5os(B,, x)dxB,, ,
. =2 nnd 05 g
f e a B, aB, e 2 g

Un discorso identico pud poi essere fatto anche per la geometria sferica e per la geometria cilindricainfinita. Alcuni
problemi sorgono passando alle geometriabidimensionali (come per esempioil caso del cilindrofinito) perchérisultaa
volte problematica la separabilita; in questi casi, siccome non possiamo trattare la situazione da un punto di vista
analitico, dovremo utilizzare metodi numerici.

Con questo abbiamo concluso il discorso sui neutroni termici ed € ora giunto il momento di occuparci del loro
rallentamento.

Come abbiamo in precedenza accennato, i neutroni nascono nel reattore con un’energia di circa 2MeV e diventano
termici solo dopo una serie di scattering elastici a quali vanno incontro nel mezzo in cui si trovano. Occuparsi del
rallentamento significa valutare quanti urti sono necessari € quanto tempo i neutroni impiegano per rallentare e
diventare termici; possiamo inoltre valutare quale siala distanza media percorsaprimadi diventaretermici. Nell’ ambito

del rallentamento &€ importante andare avalutare i contributi dovuti alle catture in risonanza da parte dell’ % eanche
i contributi dovuti allefissioni veloci con il medesimo isotopo. Infine, seil mezzo efinito, occorretener presente quanti
neutroni fuggono.

Iniziamo con il considerare una situazione abbastanza semplificata: supponiamo dunque di avere un mezzo omogeneo
infinito con del moderatore puro. Questo ci permette di considerare, per ora, solo gli scattering elastici. La primacosa
che vogliamo stabilire & quanta energia perde un neutrone dopo un urto; anche in questo caso ci mettiamo in una
situazione particolarmente semplificata nellaquale i neutroni ei nuclei coni quali scatterano siano modellizzati come
dellesfererigide. Lafisicanucleare ci assicurachelo scattering el astico € un fenomeno isotropo nel sistemadel centro
di massa; noi aggiungiamo I'ipotesi semplificativa che si siain presenza di nuclei liberi (in quanto i neutroni sono
talmente veloci che non vedono lemolecoleoi cristalli madirettamentei nuclei) efermi nel sistemadel laboratorio (in
guanto la velocita dovuta alla temperatura dei nuclei € molto inferiore rispetto ala velocita dei neutroni). Fin da ora
possiamo comprendere come le ultime due ipotesi fatte siano molto verosimili all’inizio del processo di rallentamento
mentre diventano meno buoneverso lafine. Decidiamo, infine, di utilizzare lerelazioni dellameccanicaclassica(questa
ipotesi sara invece piu verosimile alla fine del processo che non all’inizio) in quanto I’ errore commesso usando le
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relazioni classiche piuttosto che le relazioni relativistiche é piccolo. Nella seguente tabella vediamo e vel ocita (cm/s)
ricavate con lerelazioni classiche e con le relazioni relativistiche per neutroni a differenti energie:

Energiadei neutroni Velocita (classica) Velocita (relativistica)
15MeV 5,36 X1.0° 5,297 X1.0°
2MeV 1,9640° 1,95%10°
0,1MeV 4377 40° 4,337 40°

Ora che abbiamo imposto tutte queste ipotesi andiamo effettivamente a vedere cosa succede quando un neutrone
colpisce un nucleo del moderatore. Nell'illustrazione seguente vediamo (anche se bisogna immaginare una
rappresentazionein 3D) la situazione primae dopo |’ urto.

PRIMA DOPO

v J
m > ¥

Questa rappresentazione esprime quanto avviene dal punto di vista del laboratorio e quindi tutte le velocita (come
espresso nel loro pedice) sono levelocitarelative al sistemadi riferimento del |aboratorio; Nel sistemadi riferimento
del centro di massala schematizzazione delle velocita € invece la seguente:

VI

v, A Q
V | ¢

C

y S

Prima e dopo I' urto la quantita di moto del centro di massa e nullae quindi s avra:

‘|'m\lc =MV,
I | I |
Tm,c - Mvc
ddlequdli s ricava
iy, = AV, 2)
|
TV = AV, 3)
dovesi édefinito:
M
m
Lavelocitadel centro di massa calcolata nel sistemadel laboratorio sarainvece la seguente:
—_ rn‘/I — VI
Vv, = = (4)
m+M A+l

Applichiamo orail principio della conservazione dell’ energia cinetica che, nel sistemadel centro di massa, si esprime
come segue:

S MV =
OVVero:
Vi +AVS = v+ A
Combiniamo orail principio di conservazione dell’ energia cinetica con il principio di conservazione della quantita di
moto, ovvero combiniamo I’ ultima rel azione scritta con le relazioni (2) e (3), ottenendo:
ANVE+ AV = A2 + AV,
dalaquales ricava
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N
|,Vc _Vc

1
Ve =V
Dunque, nel sistemadel centro di massai moduli delle velocita primae dopo I’ urto sono uguali e si hasolo deflessione.

Sfruttiamo oralarelazione (4) per passare dal sistema del centro di massa al sistema del laboratorio. Prima dell’ urto,
dunque, avremo:

Ve =i - Vo

- - -

TVC :V| - VO
ovvero, passando allalettura scalare:

Ve =Vi -V

I

TVC — Vo

infatti il nucleo di massa M era stato considerato fermo nel sistema del laboratorio. Sfruttando, a questo punto, la
relazione (4), si ricava

i ..
V. =V,C——*=Av ®)
ALy
v =
IVc =Vo

Dopo I' urto, invece, s avra:
N 1 >
[Ve =ViI - Vo

Possiamo a questo punto distinguere due casi particolari: il caso in cui A=1 (ovvero quando abbiamo idrogeno come
moderatore) eil caso in cui A>1 (ovvero quando facciamo riferimento adeuterio, ossigeno o grafite). Nel casodi A =1
larappresentazione grafica viene leggermente modificatae si ha

Definiamo i tre angoli che vediamo comparire nel disegno: gli angoli g, ] e Q che sono, rispettivamente, I’ angolo di
deflessione del neutrone nel sistema di riferimento del laboratorio, I’angolo di deflessione del nucleo nel sistemadi

.
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riferimento del laboratorio e’ angolo di deflessione di neutrone nel sistemadel centro di massa. Quando, come si vede
nel secondo disegno, A=1, siamo in presenzadi due triangoli isosceli e valgono e due seguenti relazioni tragli angoli:

‘%21' +Q=p
121 =Q
Daqueste due relazioni si ricavache:
J +j :B
2

L"angolo Q pud variare tra 0 e p mentre gli angoli q €] possono variare solo tra0 e p/2. La situazione in cui Q =0
prendeil nomedi urto di sfioro; in corrispondenzadi questa situazione si avrachej =p/2 (in quanto si dovraavereq=0)
esi hacheil nucleo rimane fermo mentre il neutrone non viene deflesso e non perde velocita. La situazione oppostasi
ha quando I’ urto & centrato, ovvero quando Q=p. In questo caso s ha che, come conseguenza, j =0 (in quanto si dovra
avere g=p/2). In questa situazione il neutrone si ferma con un solo urto e rimane con la sola energia di agitazione
termica.

Quando siamo, invece, nella situazione con A>1, tutti e tre gli angoli (Q, g ej ) possono variaretra0 e p e quindi il
neutrone pud anche tornare indietro. In questo caso I’ urto di sfioro eI’ urto centrato sono definiti quando I’angoloq &
pari, rispettivamente, a0 o ap.

Torniamo oraaconsiderareil grafico relativo al caso generico (con A>1) eapplichiamoil teoremadi Carnot, secondoil
quae:

, A’ +2AcosQ+1

o 0 2 s = i+ 2mcos o A2
+

Datale relazione, ovviamente, S ricava:

| \/ A2 +2Ac0sQ +1 ©

Vi =V,
(A+2)
Riscrivendo tale relazione in termini di energiasi ottiene:
A% +2AcosQ+1

(A+2)

E' =E,

Definiamo orail parametro d’ urto nel modo seguente:
.2
PA- 10

&A+1g
che, ovviamente, € nullo per I’ ldrogeno e tende ad 1 con I’ aumentare della massa. Combinando |e due ultime relazioni
scritte si ottiene dunque:

E' :%[(1+a)+(1- a )cosQ] (7)

Gli estremi delle energie possibili sono dunque:
"{{Q =op {E\, =E,}
t{Q=p}P {E;, =2k}

Questo significa che I’ ldrogeno € il moderatore migliore in assoluto in quanto, dopo un singolo urto, |’ energia del
neutrone puo variare tral’ energiainiziale e zero mentre, con un moderatore piu pesante, |’ energiadi un neutrone dopo

un singolo urto variatral’energiainiziale ed un valoreak, .

Torniamo ora a grafico relativo al caso con A>1 dal quale possiamo verificare lavalidita della seguente relazione:
v/ cosJ =V, +V,cosQ

dallaquale si ricava, sfruttando le relazioni (4) e (5):

A
Vll cosJ = Vi +LCOSQ:VIACLQ+1
A+l A+l A+l
ovvero:
oS :i:AcosQ+1
v, A+l

che diventa, sfruttando larelazione (6):
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1+ AcosQ

VA? +2Ac0sQ +1
Ricordiamo oral’ipotesi, vista all’inizio, secondo la quale |o scattering elastico eraisotropo nel sistemadel centro di
massa; questa affermazione si puo tradurre in unadelle seguenti espressioni:

1

cos] = (8)

‘PW:_
i PW) ™
! sinQ
: 2

|

i

I .

(PlQ)=== (9)

i

I 1 —

i P(cosQ) = 5 P Q=0

Ovviamente ' & unarelazione biunivocatral’ energiaeil cosQ che ci autorizzaa considerare la seguente relazione:
P(E' E' = P(cosQ)d cosQ

dalaquales ricava

P(E' ) __P(cosQ)

de'
A cosQ
Sfruttando oralarelazione (7) si ricava
1 1 1
PIE' )= =
( ) 2E{1-a) E,/(-a)
2
Daun punto di vistagrafico s avraallora:
A P(EI ) A p(El )
A>1 A=1
1
E,(L-a)
E E
aE, E 0 E

Possiamo dunque affermare che, a seconda che si sianel caso di A>1 o di A=1, I’energia media del neutrone dopo il
primo urto &, rispettivamente:

‘I'El _ Ad+ao
! 08 2 5
= E0
+E =—
i 2

E’ ovvio, quindi, che, pitil nucleo épiccolo, piuil rallentamento e efficace. Tutto il discorso fatto fino ad oraprendein
esame un solo urto del neutrone con il moderatore; proseguiamo ora e andiamo a considerare gli urti successivi.
Innanzitutto osserviamo che, partendo dallarelazione (8) e tenendo conto della definizione di valor medio, s ricava:

— . 2
cosJ = (F (cosQ)P(cosQ)d cosQ "

che vediamo tendere a zero quando A tende al’infinito; da questa relazione ricaviamo I'importante informazione

secondo la quale, mediamente, i neutroni vengono deflessi in avanti. Torniamo ora, appunto, a problema degli urti

successivi a primo: il nostro scopo sara quello di trovare le densita di probabilita P, (E) (ovverodopo 2 urti), P, (E)

(ovvero dopo 3 urti), etc...
Mettiamoci innanzitutto nel caso semplice dell’ldrogeno e consideriamo la probabilita che, dopo il primo urto, i
neutroni abbiamo energia dE; sfruttiamo alloralarelazione:
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E,
N de
R,(E)dE = AR (E' kE' =
E
Siccomeil particolareintervallo di attesa éirrilevante, I’ ultimarelazione scrittasi pud cosi riscrivere:
& I I & I
p(E'JE _1%E' _ 1, E
P.(E)= 07‘ 1 :_0_‘ =_—— |n=2
2( ) : EI EO h El Eo E
Analogamente s avrapoi:
= dE
R, (E)E = o, (E' )E! =
E
dalaquales ricava
E E
'p,(E'JE' _ 1% aF,6dE' _ 1 LE
P.(E)= -2 =~ ANpe=t: X"= =—_~" |n2=0
() O ¢ EOEdeE'gE 2E, E
Dal punto di vista grafico, dungue, gli andamenti delle probabilita di trovare neutroni di una certa energia dopo zero,
uno, due etre urti sono i seguenti:

R)Ak HA

E E
0 E, 0 E
PZA F%A

E E
0 E, 0 E

Nel caso di un numero generico ndi urti s avra
E
P(E)=— 1 _Intd =0
E,(n- 1) E
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Lezione numero 12
12 Ottobre 1999
Urti successivi al primo. Laletargia. Energiamediadi un neutronedopon urti. Urti necessari per ottenereuna
particolare energia. Densita di rallentamento. Densita di collisione. Sorgente piatta.
Nellalezione precedente eravamo arrivati ad esprimere la seguente relazione:

1 . E
P.(E)=———In"¥ = (1)

E,(n- 1) E
Continuiamo ad assumere una situazi one nellaquale il moderatore sia omogeneo, infinito, composto da solo Idrogeno e

tale per cui non possa esserci assorbimento, ovvero, tale per cui sia S, =0

Affinché I’ espressione della probabilita che abbiamo ricavato nella scorsa lezione sia consistente con un fenomeno
fisico si deve ovviamente avere:

E

o (E)E =1

0
ovvero, combinando quest’ ultimarelazione con I espressione (1)

E "
_t dn”‘léadz—o(—:)dE =1 ()
E,(n-1) ) éE g
Imponiamo orache sia
U= In5
E
dove U prendeil nomedi letargia. Si avra
E=E,e"
dacui s ricava
dE = - Eoe'UdU
Inserendo quest’ ultima espressione nella (2) si ricava:
E0 i -1.-U
— Y "e’du =1
E,(n- 1) SP
oVVero:
E
— —(n-1)=1
E,(n- 1)

Quest’ ultima espressione, che € un’identita, ¢i conferma il fatto che le distribuzioni trovate sono normalizzate. Ora
cerchiamo |’energia media posseduta da un neutrone di energia iniziale E,che ha subito n urti. Per fare questo
dobbiamo utilizzare |a rel azione seguente:

Eo
En=¢E P.(E)E
0

Esprimendo tale relazione in funzione dell a letargiasi ricava:
¥

= n- 1550 — E02 n-1.-2U
En= (n 1) d 9E dE —modJ e~ du

Consideriamo ora la seguente ulteriore sostituzione:
t=2U
grazie allaquale si ottiene:

E - E, “t"' ,dt_E,

—_— e _
-0 272
Un grafico del comportamento del neutrone medio € dungue il seguente:

Eci/_._\/_’\/"\,\ -0

Esplicitando I’ ultimarelazione scritta rispetto al numero di urti si ricava:
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Ini
= —En
In2

che non é atro chelarelazione che esprime quanti urti sono necessari per ottenere neutroni con unaparticolare energia.
Usando i numeri tipici che ci interessano (ovvero partendo da neutroni veloci di circa 2 MeV e arrivando a neutroni
termici di circaleV) s ottiene: N = In(2 x0° )/In2 =2093 .
Fino ad ora abbiamo fatto riferimento ad una situazione nella quale il moderatore era Idrogeno puro e il mezzo era
infinito e non assorbente; imponiamo ora |’ ulteriore ipotesi secondo la quale al’interno del mezzo ci sia una
distribuzione di sorgenti costante nel tempo ed uniforme nello spazio. La presenzadi tali sorgenti implicacheci siala
produzione di un certo numero di neutroni per ogni centimetro cubo e per ogni secondo. Imponendo che sia presente
una sorgente di questo tipo dobbiamo altresi imporre, affinché il numero di neutroni non diverga, che, dopo il
rallentamento, ci sia assorbimento diverso da zero (continuiamo dungue ad ipotizzare che non ci sia assorbimento
durante il rallentamento ma solamente dopo). Siccome durante il rallentamento non consideriamo nessuna perdita,
possiamo definire la densita di rallentamento q(E) che non é atro che il numero di neutroni che superando un certo
traguardo in energia (dimensionalmente tale densita si misura in neutroni per centimetro cubo e secondo). Avendo
imposto la presenza della sorgente uniforme S, si avra:

a(E)=s
Durante il rallentamento abbiamo supposto che i neutroni possano compiere solo reazioni di scattering e la fisica
nucleare, a questo proposito, ci dice che SS(E) » const .

Definiamo oraladensitadi collisione che esprimegli eventi di scattering per ogni centimetro cubo, secondo ed unitadi
energia, tale grandezza viene indicata nel modo seguente;

F(E)=s,(E) (E) ®)
dalaquales ricava

F(E)JE = Sf dE
che esprime il numero di eventi di scattering che si verificano in ogni centimetro cubo e secondo, nell’ intervallino di

energia dE. Nelle ipotesi stazionarie che abbiamo fatto ci deve essere equilibrio tral’ uscitada dE e l’ingresso in dE;
guest’ ultimo pud essere espresso nel modo seguente:

Ingresso = S[R(E) + P, (E)+...+ P,(E) +..]dE
Uguagliando dunque le ultime due relazioni scritte si ricava:
F(E)= SR (E)+ P,(E)+..+ P,(E)+..]
ovvero, esplicitando le distribuzioni di probabilita:

S E, 1 E 1 E )
F(E):EgL+In—°+—In2—°+...+—In”—°+...3
E, & E 2 E n E u
Esplicitando il tutto in funzione dellaletargiasi ottiene:
€ 2 "oou
FE)=2G+u+S 4+ v =S¢
0 8 2 n! 0 Eo

Combinando allora quest’ ultima equazione con larelazione (3) s ricava
S
F(E)=S.(E) (E)==

dallaquales ricava

__s 1
f(E)_QEE»E

I1 flusso neutronico in funzione dell’ energia pud dungue essere descritto da un grafico come quello seguente:

f(E}

ym

Termico Rallentamento




Lezione numero 13

13 Ottobre 1999

Liberocamminomediodi trasporto. Descrizionedel rallentamento con laletar gia. Andamentoddleprobabilita

con la letargia. Letargia media. Urti necessari per avere una certa letargia media. Legami non lineari tra

grandezze. Andamento delle probabilita con la velocita. Sorgente uniforme. Rappresentazione fisica del

rallentamentotramitelaletargia. Moderatori pit pesanti. Probabilita per i moder atori pesanti. Ener giamedia
senzal’utilizzo delle probabilita. Sorgente uniforme con i moderatori pesanti.

Continuiamo ad occuparci dell’ Idrogeno come moderatore ed in particolare ricordiamo | arelazione vista nellalezione
11 secondo laquae:

— 2
cos) = —
3A
che ovviamente, nel caso dell’ Idrogeno, diventa:
— 2
cos) =—
3

Daquestarelazione si deduce che ladirezione originale del neutrone vienein qualche modo ricordata. Possiamo infatti
considerare la seguente situazione (vedi Lamarsh):

L

Lo spazio percorso nelladirezione originale € il seguente (che prende il nome di libero cammino medio di trasporto):

i [ \n |
| =1_+l.cosd +I_(cosd | +...+1_(cosd |' = —=— 1
o =1, +1,0083 +1,(c0sT | +...+1,(cosT ) = @)

dovesia

m = cosJ
Possediamo ora informazioni che rendono necessario un ulteriore commento circa le ipotesi formulate con lateoria
della diffusione. Soprattutto nel caso di Idrogeno, infatti, I'ipotesi di scattering isotropo nel sistema del laboratorio &
poco applicabile poiché, come abbiamo appena visto, I’ ldrogeno tende a deviare prevalentemente in avanti i neutroni

scatterati durante il rallentamento. L’ effetto di questa situazione € la modifica di alcune quantita come ad esempio il
coefficiente D che avevamo definito come;

2
= _SS = lT_Ot
2
3ST0t 3' S
Si erapoi inoltre visto che:
Is » ITot
equindi rimaneva
p=ls
3
Apportando lamodificalegata alarelazione (1) avremo invece adesso:
It
D, =%
Torniamo ora ad occuparci del rallentamento e, in particolare, ricordiamo la definizione di letargia:
U= |n3

Traduciamo dunque tutto quello che abbiamo detto a proposito del rallentamento in termini di letargia. Innanzitutto
osserviamo cheil fatto che ci siaunarelazione biunivocatraU ed E ci permette di utilizzare larelazione:

P (E)dE = - P,(U)du
dalaquales ricava



P.(E)
PU)=-=t
" du
Vi
Siccome poi:
w__ 1
_ de E
rimane:
RU)=P.(E)E

Quest’ ultima relazione ci permette di ricavare molto rapidamente I’ andamento delle probabilitain termini di letargia
unavolta che si conoscano gli andamenti delle probabilita in termini di energia; lo si vede molto bene nella seguente
tabella:

Probabilitain energia P(U)=P,(E)E Probabilitain letargia
1 E
R(E)== RU)=R(EE=Z= R(U)=e"
0 0
— E0 — — E0
F>2(E)_—|nE PZ(U)_PZ(E)E_—lnE P,(U)=Ue"
0
1 E _ _ E E U?eV
RE) = ™ RU)=REE= I 2 R)=—

L’ andamento grafico delle prime tre probabilitain termini di letargiasaraalorail seguente:

an pzn F>3A

vyC
vyC<
| A=

Ladistribuzione dopo n urti sara, nel caso dellaletargia

U n- le- U
PWU)=—F———
n( ) (n . l)
Cerchiamo oralaletargia mediadi un neutrone che ha subito n urti, ricordando che I’ energia media di un neutrone che
aveva subito n urti eradata dallarelazione:

— E
En=—2
Nel caso dellaletargia, invece, s avra:
— 1 % n
Un=7—~"e’dU=7—==n
(n-1) (-1
Questarelazione & particolarmente significativain quanto implica che:
iu, =1
U, =2
|
tu, =n

8C




e quindi:
DU =1 (2
Questo significa che un grafico del comportamento del neutrone medio, in funzione dellaletargia, sara:

0 I~ N~ e SN ¥

-
I '

I numero di urti necessari per ottenere neutroni con una particolare energiamedia, era:

E
In=
— E
®  In2
Nel caso dellaletargia, invece, il numero di urti necessari per ottenere neutroni con una particolare letargiamedia sara:
E
n, =U =In=
E

Come si puo notare, le ultime due relazioni scritte forniscono risultati diversi (a causadel legame non linearetra E ed
U) equindi il passaggio dall’energiaallaletargianon consenteil trasporto dei valori medi. Si puo dunque compilare una
tabella come la seguente:

n E U

1 | B | B
2 €

s | B | B
2° e3

Un atro esempio di legame non lineare (come quello chec’ etraE ed U) e quello cheesistetralavelocitael’ energia; s
ricordi infatti che esiste larelazione:

1
E==mv?
2
Se ora cerchiamo la probabilitain funzione della vel ocita dobbiamo innanzitutto considerare I’ espressione:
dE _
dv
graziealaquale si potrascrivere:
de 1
1( ) - N (E)_ E—
dv E,
Imponendo poi chesia
— 2
Eo =MV,
S ricava
\%
R(v)=2=

0
Comprendiamo dunque la differenza tra I’andamento delle probabilita in funzione dell’ energia e I'andamento delle
probabilita in funzione della velocita che vediamo rappresentate nella prima immagine della pagina seguente.
Ovviamente anche la probabilita espressa in funzione della velocita deve essere normalizzabile e quindi varra la
relazione:

Vo

(‘)Dl(v)dv =1
0
Per quanto riguarda, peroi valori medi, s avra
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Vo
2 N\ 2

dv =
Ve

V=

wln

Vo
0

(acui corrisponde un’ energia pari a4/9 Ey).

L’ energiamediadopo il primo urto, invece, & data dallarelazione:

E==0
2
PA PA
1 1
E \
E N

Anche in questo caso, quindi, siccome il legame tra velocita ed energia non € lineare, i valori medi calcolati nei due
modi non coincidono; in questo caso, siccome il legame tra energia e velocita € quadratico, affinché i valori medi
coincidano non bisogna considerare lavelocitamail suo quadrato, si avraalora

2" 1
= ydv=2v;
Vs o 2
Tale espressione coincide con I’ espressione dell’ energia media. Torniamo ora a legame tral’ energia e laletargia ed
introduciamo, anche per questo secondo modo di descrivereil rallentamento, lasorgente uniforme; nel caso dell’ energia
eravamo giunti ad unarelazione del tipo:

vZ =

F@jzg

Siccome nel passaggio dall’energia alla letargia c’'é solamente una moltiplicazione per E, la rispettiva relazione
nell’ ambito dellaletargia sara:

FU)=s €)
Siccome poi, qualungue siail metodo di rappresentazione, continuano a valere tutti i discorsi sull’ assenza di fughe e
assorbimenti visti in precedenza, s avra:
1d(E)=5s

I

faU)=s
Da quanto abbiamo visto fino ad ora appare evidente che usare laletargia ci permette di avere unavisione piti semplice
del fenomeno del rallentamento. Tornando allarelazione (3) vediamo come una sua diretta conseguenza sia

f (U)=const
Cio non €in contraddizione con larelazione secondo laquale:
1
f(E), =
(®). 2
in quanto si hache:
dE
|dU| -
E

Se vogliamo dare una rappresentazione fisicain termini di letargia di cosa succede durante il rallentamento possiamo
iniziare considerando la seguente relazione;

f(U)=nU)NU)=const
ericordare poi che &
E=Ee"
dalaquales ricava



Fisicamente ci possiamo dungue raffigurare una scena nella quale, al’inizio, ci siano pochi neutroni che s muovono
velocemente di passo costante mentre, allafine, ¢i saranno molti neutroni che si muovono lentamente di passo costante;
il fatto che rimanga costante il flusso viene in questa visione schematizzato dal fatto che rimane costante il numero dei
passi fatti. Con questo possiamo considerare concluso il discorso sull’ ldrogeno puro usato come moderatore.

Rimaniamo dunque nelle medesime ipotesi imposte fino ad ora ma consideriamo un moderatore piu pesante
dell’ Idrogeno, ovvero un moderatore per il quale si abbia A>1. Siccome continuano a non esserci né fughe né catture,

continua ad essere validala seguente relazione:

d(E)=qU)=s
Il grafico dell’ andamento della probabilita dopo nessun urto continua ad essere il medesimo, ovvero:
POA
E
E,
Per quanto riguarda, invece, la probabilitadopo il primo urto, molto semplicemente si avra:
1
RE)=Eua)
E,\1-a
equindi il grafico sara:
A
R
E
aE, E,

Il fatto che I'intervallo tra O e I’energia iniziale E, risulti ora suddiviso in due parti che presentano una probabilita

differente dopoil primo urto, implicachelaprobabilitarelativaa secondo urto vada studiatain dueintervalli distinti. In
effetti I’andamento grafico della probabilitarelativa al secondo urto sara qualcosa del genere:

A
P2

1T 1 E
a’E, aE, E,

La probabilita dopo il secondo urto va dunque studiata in due intervalli distinti: nel primo intervallo ci occupiamo dei
neutroni che, dopo il primo urto, sono nellazonal e che, dopo il secondo urto, rimangono nella medesima zona, ovvero
s analizza la situazione schematizzata nella primaillustrazione della pagina seguente. Si avraquindi:




= dE
P, (E)dE = ¢p(E' JoE' ———
ovvero:
dE' 1 NdE' . 1 inEo

P (E)= 001( 'El-a) E@-ay JE Ef-af E

de' dE a EO
Nel secondo intervallo ci occupiamo del neutroni che, dopo il primo urto, sono nellazonal e che, dopo il secondo urto,
finiscono nellazonall; si analizza quindi la situazione schematizzata qui di seguito.

|| | 1 Ia2
ST W T
S avradlora
P! (E)dE = 001( )dE'
e quindi:
dE' 1 FgE! 1 E

R (E)= d:>1( "ET- a)_EO(l-a)z OE' _Eo(l-a)zlnaon

Facendo attenzione agli estrem| di integrazione notiamo che, in quest’ultima espressione, il primo estremo di
integrazione non e pitl E ma ea E, poiché tanto, prima di tale valore 1aP, & nulla; per quanto riguarda il secondo

estremo di integrazione si osservi che, se per muoversi nel disegno da sinistra a destra € necessario moltiplicare pera,
per muoversi sul medesimo grafico da destra a sinistra sara necessario dividere per a. Osservando le due parti nella

qualerisultascompostala P, possiamo osservare che entrambe | e rel azioni daranno o stesso risultato in corrispondenza
diaE, macheil raccordo trale due parti si limitaaquesto; laderivata, infatti, saradifferente arrivando in tale punto da
sinistra piuttosto che da destra. Una volta calcolata in questo modo laP, potremmo reiterare il discorso e calcolare
anche laP;: in questo caso sarebbe necessario suddividere lo studio nei tre intervalli (E0 a Eo) , (an,a 2 Eo)ed

(a ’E,a’ EO). Riassumendo avremo, allora:

1
P=—— E,® aE
1 Eo(l_ a) 0 0
i 1 B E, ® aE,
1 2
| Eo(l'a) E
P,i
i 1 |n 2E
fll E,(1-a) a’E, aE,® a’E,
il 1 |n2 EO EO® aE
| 2E,(1- a) E
i é U
F?J ! - &21n? L In? ZE - In? aEOU
il 2E,(1-a)’g a a Eg aE ®a’E
' 1 , E
| 5In" —
th 2 (1-a)  a’E, a’E, ® a’E,
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Larappresentazione grafica delle tre probabilita nel caso del carbonio (per il quale st haa=0,716) si pud vedere nella
prima immagine della pagina seguente; da tale immagine osserviamo che laP, & continua anche con la sua derivata

prima (mentre un calcol o approfondito dimostrerebbe la non continuita della derivata seconda).
Come abbiamo visto il calcolo delle probabilitadiventa, giadopo il secondo urto, parti colarmente macchinoso; proprio

per questo motivo, alora, si rinunciaall’ utilizzo delle P, (E) . Si osserva, inaltre, che anche avendo a disposizione tutte
leP, (E) si avrebbero comunque dei problemi al bordo del primo intervallo, ovvero in a E, poiché comunque si ha:
1
R=—
PA 1-a

ym

a’E, a’E aE, E,
Il problema a bordo del primo intervallo dipende ovviamente da a. Nel caso rappresentato (che si riferisce, lo
ricordiamo allagrafite) si ha:
_EA- 16 _

a=¢—-2 =0716
eA+ly

equindi S avra

P =353
Tanto pit grande € a e tanto piu la differenza € maggiore e tanto piu il punto che crea problemi € vicino all’ energia
iniziale; tanto pit a € piccolo, tanto piu la differenza € minore e tanto piu il punto problematico s trova lontano
dal’energiainiziae.
Siccome, come si € detto, rinunciamo a calcolo dei P, (E) in quanto troppo complicati, dobbiamo trovare un modo
diverso per poter calcolare |’ energiamediadi un neutrone che ha subito n urti; ricordiamo alorala seguente relazione:

E, =%[(1+a)+(1- a)cosQ, | (4)
Dopo un secondo urto possiamo supporre di avere:
E, =%[(1+a)+(1- a)cosQ,]
OVVero:
E, :%[(1+a)+(1- a)cosQ, [(1+a)+(1- a)cosQ,]
equindi ingenerde s avra
) :%é[(l+a)+(1- a)cosQ,]

Siccome stiamo cercando |’ energia media consideriamo la seguente relazione:

En :%6 [1+a)+(1- a)cosQ,]

Ricordando pero che:
cosQ =0
8t



echei vari contributi sono tutti scorrelati tradi loro, si ottiene:
o E ..N

En=—2(1+a) = Ejc——=

2 e 7]

Daquestarelazione € poi possibilericavareil numero di urti necessari per ottenere neutroni con unacerta energia:
In 5
__E

2
In——

Ng = (%)

Ora che possiamo valutare il numero di urti necessari per ottenere neutroni di una certa energiasia per I’ ldrogeno che
per moderatori piu pesanti, possiamo fare un primo raffronto: partendo da neutroni veloci e volendo ottenere neutroni
termici (circal eV) il numero di urti necessari nel caso di Idrogeno e Carbonio (Gréfite) &

inf, =2093
1
nS, =94,74

Abbiamo trovato dungue un’ ulteriore confermadel fatto che I’ ldrogeno il miglior moderatore in assoluto. Rivediamo
orail medesimo discorso nel caso dellaletargia; partiamo dunque dallarelazione:

— E 2E
Ui =In==1In 0
E, E[@+a)+(1-a)cosQ]
doveil contributo E, pud esserericavato dallarelazione (4). Per semplicitadi notazione poniamo:
(1+a)+(1- a)cosQ

2
Combinando allorale ultime due relazioni scritte si ottiene:

X =

1 1 a a
T T N 1 1 - XInX - X a
Ur=-InX =-gnX P(x)dX =- — nXdX:—andX:[ ]1 =1+ Ina
a 1-a, l-a; 1-a 1-a
Ancora per semplicitadi notazione poniamo:
1+——Ina =x
-a
S avradunque:
Ui=x
Passando al secondo urto avremo ora:
— 1
U2:In5:-ln =InX, ®AnX, = X
E2 X1X2
e, ingenerde:
Un=nx (6)
Daquest’ ultimarelazione si ricava che:
DU =x

che possiamo confrontare con larelazione (2) che & I’ equivalente nel caso dell’idrogeno. A partire dallarelazione (6)
possiamo ricavare, aquesto punto, il numero di urti necessari per avere neutroni con unacertaletargiamedia

|n5
E

><|C

n
v X

Confrontando quest’ ultima relazione con larelazione (5) osserviamo, nuovamente, chei risultati sono diversi aseconda
del punto di vistautilizzato perché il legametraletargiaed energianon elineare. || numero medio di urti saradato dalla
seguente relazione:

_ U
N =1(‘f(u)du +1=U +1
SO

Nellatabella seguente vediamo alcuni valori numerici di acuni materiali caratteristici di un reattore nucleare.
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Elemento o ng* ng*

. A a X

1S0topo (2MeV® 1eV) | (2 MeV® 1eV)
H 1 0 1 20,93 14,51
D 2 0.111 0,725 24,7 20
C 12 0,716 0,158 94,73 91,8
®) 16 0,7785 0,120 124 121
U 238 0,983 0,0084 1730 1731

* Osserviamo che, crescendo il numero di massa, N e N, diventano sempre pit simili.

Torniamo ora a discorso legato alla sorgente uniforme in idrogeno puro ericordiamo larelazione secondo laquale:

S
F(E)=2
(E) = (7)

Ci proponiamo di arrivare a questo risultato tramite un’ altrastrada. Si considera un approccio globalelegato a bilancio
tragli ingressi e le uscite:
E,
~ de SIE
F(EME = oF(E' JE' = +==
E E E0
dalaquales ricava
& [
dE S
F(E)= ¢F|E' | — +—
( ) 9:( ) El EO
Derivando tale relazione s ricava:

dF __F(E)
de E
separando le variabili:
@ __dE
F E
Si integra poi questarelazione:
B =
E F E E
es ricava
CFE)_ B
F(E) E

dallaqualericavaancoralarelazione (7) che eraquellache stavamo cercando. |1 fatto che questo approccio funzioni nel
caso dell’ Idrogeno, ci porta a pensare che sia possibile usarlo anche nel caso di elementi pitl pesanti.



Lezione numero 14
14 Ottobre 1999

Sor gente uniforme con i moder atori pesanti. Moderatori misti. Spazio etempo di rallentamento.
Nella scorsa lezione avevamo visto che I'approccio globale con il quale trattavamo la sorgente uniforme nel caso
dell’ Idrogeno funzionava e quindi ci eravamo riproposti, cosa che facciamo ora, di applicarlo anche a caso di
moderatori pesanti. Come prima cosa sara dunque necessario specificare gli intervalli I, I, I, IV, etc... da cui

deriveranno F,, F,, F,, F,, etc... Incominciamo allora con il primo intervallo nel quale, siccome siamo in
presenza della sorgente, dobbiamo considerare la seguente relazione:

dE | SE
E'(l-a) Ef-a)

F, (E)E = Eéj:, (E')aE!

dalaquales ricava

dE' S
E') + ®
( 'E'(t-a) E,(1-a)

E
F (E)= ¢,
E
Mettendosi nel secondo intervallo si avrainvece:

E,
A
dE' SF (E') dE' -

aE,

FII(E): C)F||(El)—+ 0] =1 4)

h E'l-a) .o E'(l- a)

In questo intervallo la sorgente non & piu presente ma ho dovuto spezzare I’ integrale in due parti. Per il terzo intervallo
S avra

a’E | % |
F|||(E)= C‘)F|||(EI)E|C21_ a)+ C)Fll (El)El(zlE-a) (3)
E a?E,

Anche in questo caso si deve spezzare I'integrale in due parti perché si lavora sempre a cavallo di due intervalli. Per
vedere cosa succede a cavallo degli intervalli valuto le relazioni (1) e (2) in corrispondenza di aE, e cosi vedo cosa
succede a bordo trail primo eil secondo intervallo; s avra dunque:

i Fo dE' S
! = aF (E')
_|_ I:I (aEO)_ OF| (E ,El(l' a)+EO(1' a)

i ak
.I. akg I & I
I hY | dE AN | dE
«F.@aEg,)= oF,\E' | —/————+ OF \E | —/—m—
,:\ ||( o) ag ||( )E'(l-a) ag |( )E'(l-a)
Ladifferenzatraqueste due espressioni sara:
S
F (a -F @E)=—F——
E)-FilE)=

Ladifferenza & dunque data esclusivamente dal contributo proveniente dai neutroni di sorgente che subiscono il primo
urto. Si valuti oralarelazione 2) elarelazione (3) in corrispondenzadi a 2 E, per esaminareil bordotrail secondo eil
terzo intervallo; si avradunque:

] N de' . dE!

F 2E - \F E| ‘F

; ||(a 0) azgo ||( )E'(l-a)+ag | El(l- a)
Ebe)= SR ) S )
+ F E.J= AF, (E')——+ AF, (E')———
% m\@ Eo ag) i El(l- a)+a2CE)O 1 E'(l-a)

Ladifferenzatra queste due espressioni sara dunque:

Fy (a ZEO)- Fu (a 2Eo) =0
In questo caso s troverebbe una discontinuita sulla derivata prima. Proseguendo in questo modo s troverebbero
discontinuita sulle derivate di ordine sempre piu alto. Ponendaci in un punto lontano dall’ energia di sorgente siamo
dunque sicuri di trovarci di fronte ad una funzione continua con alcune delle sue derivate. Mettendosi infatti sul bordo
dell’intervallo n-esimo s avra
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e, % R ke % (e e
E'l-a) .o E'(t-a) EO E'(l-a)

Abbiamo cosi fatto un’approssimazione che sara tanto pit buona quanto pit n € grande. Guidati dil risultato
dell’ Idrogeno e osservando che F deve essere crescente per E che diminuisce, poniamo:

C
F(E)= = (4
Taleimposizione & assolutamente compatibile in quanto si ha:

% e )
C_C AdE' _ C &l ag_ C l-a_C

0E'2 1a8E Eg 1-a E E

F.(E)= =F(E)

E

E 1-a
E
Per trovare C ricordiamo I’ ipotesi che continua ad essere valida secondo laquale;
a(E)=s
Nel casoin andlis si ha
E
A , E- E'a

E)= dE -7 -
Q( ) 9 ( ) = (1_ a)
Combinando quest’ ultimarelazione con |’ espressione (4) si ottiene:

E
C /"iE- E'a _s
1-a o~ E"“
dalaqualericaviamo:
é 1u 3
eESel- ag. In—uzi[(l— a)+aha]=c&+-2 a2
agek Eg ag 1l-a e 1-a [}
Ricordando poi la reI azione:
X =1+ Ina
1-a
Si ottiene:
S=Cx
dacui:
c=3
X
S avradlora
S
FIE)=— (5)
(E)=—2
Questo risultato & tanto piu credibile quanto pit siamo lontani dall’ energia di sorgente; solitamente si pone:
E<<a’E,

Nellarelazione (5) ritroviamo ancheil caso dell’ |drogeno anche se bisogha sottolineare unaimportante differenza: nel
caso dell’ Idrogeno il risultato al quale si & pervenuti € esatto mentre nel caso di A>1, come abbiamo detto, si tratta di
una approssimazione. Trascrivendo larelazione (5) intermini di letargiasi ottiene:

_S
FU)=3
e quindi:
-_S
f(u)_XS

S
Anche nellarappresentazione con laletargia troviamo degli intervalli che, perd, sono caratterizzati dall’ averei bordi in

1 1 1
0, In—,2In—,3In— etc... S osservadunque che lalunghezza degli intervalli € costante. Dal punto di vista grafico
a a a

avremo allora la situazione rappresentata nella prima immagine della pagina seguente. In tale immagine vediamo
I"andamento sinusoidale dellaF che e dovuto alla discontinuita che, progressivamente, si sposta sulle derivate di ordine
superiore; si nota inoltre che, come abbiamo accennato in precedenza, |’ approssimazione € buona oltre i primi tre
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intervalli. La discontinuita dovuta all’'immissione dei neutroni di sorgente si attenua un po’ pensando che non tutti i
neutroni della sorgente hanno energia esattamente pari a 2 MeV; anche i neutroni di sorgente, infatti, sono distribuiti
secondo una curva~ Maxwelliana che smussa le discontinuita.

F(U) 4

)

»

1 1 1 1
In= 2In= 3In= 4In=

a a a a
Osserviamo infine che, introdurre dell’ 3 nel moderatore equivale, a causa della presenza delle risonanze (che sono
quasi delle delta di Dirac) ad inserire delle sorgenti negative; siccome la presenza della sorgente positiva genera dei
problemi, € logico aspettarsi problemi simili anche nel caso della sorgenti negative. L’ approssimazione fatta & pero
ancora valida perché le risonanze piu significative dell’ % sono tutte ad alte energie ma comungue ad una certa
distanza dall’ energiadi sorgente.
Fino ad ora abbiamo parlato di Idrogeno o di sostanze con A>1 che comungue fossero composte da una singola specie
atomica(come nel caso dellagrafite), &€ oranecessario fare riferimento a moderatori composti da pit specie chimiche.
Si eéinfatti visto che il moderatore migliore in assoluto € I’ [drogeno, non € perd pensabile utilizzare I’ ldrogeno puro
come moderatore ed esso infatti appare, nei moderatori piti comuni, legato ad atri elementi: H,O o anche D,O.
Vediamo dunque cosa e possibile dire sul rallentamento in mezzi misti e facciamo per semplicitariferimento all’ acqua.

L’ acqua € composta da Idrogeno ed Ossigeno, per i quali si hanno i seguenti valori:
ia, =0

la, =07785

Facendo riferimento ad un moderatore composto da nucle di tipo A e nuclei di tipo B, per poter gestire la situazione
sara necessario conoscere, per ogni tipo di nucle, I'a ela S, . Lasezioned' urto di scattering macroscopicatotale sara
infatti:
Tot _ A B
S.” =S0 +S;
Bisogna inoltre conoscere la probabilita che il neutrone urti un tipo di nucleo piuttosto che I’ atro, tali probabilita si
esprimono nel modo seguente;

I, S
Il A SZOt
Tp — SsB
IPB T oTot
1 Ss
Ovviamente saravalidala seguente relazione:
P,+P, =1 (6)

Cerchiamo alora I’ energia media di un neutrone dopo un urto in un mezzo misto; se ci fosse solo il mezzo A si
avrebbe:

—= A+a,o
Ewn =E,¢ AL
e 2 g
Mentre se ci fosse solo il mezzo B sarebbe:
—= A+a, 0
Ei = Eog B
e 2 g
E’ dungue logico supporre che, complessivamente, si debba avere:
L . ta. & ta. 5 E
E1 = EwnP, + E2aP, = Eogi A QPA + Eoéﬂ . c+)PB :_0[(1+aA)PA + (1+aB)PB]
e 2 g e 2 g 2
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Sfruttando larelazione (6) s avraalora:
— E E
Es :70[PA + P ta,P, +aBPB]:70[l+aAPA +aBPB]
Siccome nel mezzo singolo s aveva
— E
Ei= 7°[1+ a]
elogico supporre chetutti i discorsi visti nel caso del mezzo singolo sono applicabili in manieraperfettamenteidentica
anche nel caso del mezzo misto, pur di utilizzare un a medio cosi definito:
a=a,P, +tazh;

Nel caso si considerino, invece, due urti, osserviamo come le possibili strade evolutive per il neutrone sarebbero
quattro, che di seguito vediamo indicate insieme con le associate probabilita:

1AA® P
{AB® P,P,
{BA® P,P,
iBB® P2
Ovviamente la situazione AB e la situazione BA sono assolutamenteidentiche e quindi s avra:
I AA® P?
| AB® 2P.P,
{BB® P2
L’ energiamediadi un neutrone dopo due urti in un mezzo misto puo allora essere espressa nel modo seguente;
E»= EZAPA% +Ezs Pz + 2E 28 P.P;
OVVero:

Eo(L+a, 1+a,)(+a,)

2
) PBZ+E0(

— _E/(1+a,)’
Ez = o1+a,) P2+ 2P, P,
Quest’ ultimarelazione si puo riscrivere nel modo seguente:
— E E
Eo=—2[1ra, )Pl + (e, R +2ftva, Jira PR |= ot [ira )R + (ra R
e quindi:
= _E, —\2
E: —2—2(1+a)
I medesimo discorso risulta valido anche nel caso degli urti successivi; possiamo dunque affermare che, nei mezzi

misti, I’'unico problema & quello di trovare I'a medio e poi possiamo usare le medesime formule viste in precedenza.
Nel caso dell’ acqua usata come moderatore, ¢i occorrono i seguenti dati:

i, =0

ta, =07785

is =200

{s 0 =4p

grazieai quali s ricava

i H
Py =t =0,9001
[ 2srese
: o
'p=—>s -00009
1 25 +s?

Possiamo dunque valutare I'a medio che sara:
an,o =a,bP, tayP, =0,071
Ora possiamo utilizzare quest’ ultimo dato per ricavare tutti i valori che avevamo in precedenza visto; € ad esempio

possibile ricavare quanti urti sono necessari per portare un neutrone dall’ energiainiziale di 2 MeV al’ energiafinae di
leV; s otterr&
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n= 2322
Confrontando questo numero con quello trovato nel caso del soli Idrogeno (era 20,93) vediamo come la presenza
dell’ Ossigeno porta un peggioramento che, pero, non € particolarmente drastico. Rivediamo orail discorso sui mezzi
misti in funzione della letargia; in questo caso sara necessario conoscere, per entrambi i tipi di atomi contenuti nel
mezzo, lax elaprobabilita P. Nel caso, dunque, di un singolo urto, se ci fosse solo laspecie chimicaA, si avrebbe:

Uia =X,
mentre, nel caso ci fosse solo la specie chimicaB, si avrebbe:
Uis =Xg

Nel mezzo misto quindi si avra
Ui =X,P, +X;P;
Anchein questo ambito & allora possibile definire un valor medio che, in questo caso, riguarderalax e sara
X =X,P, +X,P;
Passando al caso del due urti e ricordando che le sequenze AB e BA sono assolutamente identiche, si avra:
_i_AA® PA2 ®Um=2X,
}AB@ 2P,P, ® U ps =X, +X4
1BB® P2 ® Ues =2,
Complessivamente si ricava quindi:
U 2= 2[)(APA2 + (XA +XB)PAPB +XBPBZ]: 2[XAPA(F)A + PB)+XBPB(PA + PB)]
OVVero;
Uz= 2[(XAPA +XBPB)(PA + PB)] = 2(XAPA +XBPB)= 2
I numero di urti necessari per ottenere neutroni con unaletargia meda che corrisponde ad una energia E si trova quindi
con la seguente relazione:
|n5
n= E

X
Nel caso dell’acquai valori numerici sono:
ix, =1
X, =012
mentre |e probabilita rimangono quelle cal col ate precedentemente; si ottiene quindi:
Xpo = 0,92
e quindi, facendo riferimento al medesimo intervallo energetico prima esaminato:
n=158
Nel caso del solo Idrogeno si avevainvece 14,51.

Dobbiamo ora iniziare ad occuparci dell’ aspetto spaziale legato a rallentamento e quindi consideriamo la seguente
figura:

U(leV)
E=K E(1eV)

Siccome si & ipotizzato che possano avvenire solo scattering elastici, il tratto medio € lungo | ; lastimadelladistanza
totale necessaria per rallentare un neutrone fino ad un certo valore di letargia sara:
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:Els

X
Con un discorso identico aquello precedentemente visto per i neutroni termici si ottiene:
- U
L2== 2IS2
X

Particolarmente interessante &€ anche il concetto di tempo di rallentamento che € il tempo necessario perchéi neutroni
veloci diventino termici. Il tempo di rallentamento vaasommarsi al tempo di vitatermicadei neutroni nelladescrizione
del ciclo vitale dei neutroni stessi.



Lezione numero 15
19 Ottobre 1999
Tempo di rallentamento. Conseguenze dell’ acquisto di energia dal moder atore. Dipendenza spaziale.
Torniamo ad occuparci del grafico seguente:

U=0
U(leV)
E=K E(1eV)

Il nostro scopo € adesso quello di andare aricavareil tempo necessario a rallentamento. Come prima cosa & opportuno
specificare che la misura del tempo di rallentamento € assolutamente impossibile, sono invece possibili delle
simulazioni che utilizzano il metodo Montecarlo. Cerchiamo pero un’altra via che ci permetta di ricavare il tempo di
rallentamento e supponiamo che lalunghezza di ogni tratto della spezzata rappresentatain figurasia

| = 1
S SS
Si decide di utilizzare laletargiache, lo ricordiamo, € definitanel modo seguente:
E
U=In=2
E

Supponendo di conoscerei valori di A, a e x relativi al mezzo nel quale ¢i troviamo, osserviamo che, ad ogni urto, la
letargia aumenta di un fattorex e quindi I’ andamento della velocita dei neutroni €il seguente:

_X
V=v,e A (1)
Levelocitarelative ai vari tratti saranno allorale seguenti:
i cm
iVo = 1,9%0° =—
i S
_X
v, =v,e %
| _2x
TV, =Vv,e %
i
I e
e, di conseguenza, i tempi impiegati a percorrerei vari tratti saranno:
i I
t = _S
YA
I I
l tl =_S
| V1
I |
I, =—
I v,

I
Il tempo di rallentamento si pud all ora ottenere tramite la seguente somma:
t=t,+t, +t, +...+t 2

Lasommatoria continuera fino aquando il neutrone non viene portato ad una energiaminore di quellafissata; siccome,
pero, stiamo usando laletargia, dobbiamo anche ricordare larelazione secondo laquale:

Un=nx
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In questo caso, dunque, la sommatoria deve continuare fino a quando il neutrone non viene portato ad un livello di
letargia superiore rispetto alla soglia posta: tale livello si raggiunge sommando i primi n termini. Riscrivendo orala
relazione (2) tenendo conto dei due sistemi precedenti, si ottiene:

s . nX
t=|—sgl+e% veh +...+e(n_l)%9=_eé -1l
Vo B o4 1%

Nel caso di mezzi pesanti (x <<1) & possibile scrivere:
Ug
2B 19

Uy :
_eé'lls_e ﬂls

X Y X v
0 0
4

dove U ; sialaletargiafinale. Osserviamo orache, nel caso dellavelocitafinale, larelazione (1) diventa:

t

_Uf
V, =V,e 4
e quindi, combinando le ultime due relazioni scritte, si ottiene:
&, .0
262 -1
Vi 51
t=_6°" @5 3)
X A
Alle soglie dellazonatermica &
cm
vV, » 10° —
S
e quindi larelazione (3) puo essere approssimata nel modo seguente:
o Vo
po Vel 2 v 2 2

XV, XV, Vi XV, XSV
Talerelazionericordamolto il termine di vitatermica del neutroni che era stato cosi espresso:
1
Th = aThe,
Sa VTh

Vediamo dunque acuni vaori numerici nella seguente tabella:

Moderatore Ss X t t tT/
(cm?) (ms) ™ t
H 2O 1,55 0,92 1 205 ns 205
DZO 0,246 0,725 81 0,136 s 1,68 ><l04
C 0,385 0,158 23 0,012s 522

L’ultima colonna di tale tabella € particolarmente importante perché implica che sia siano distinti i neutroni in due
gruppi: un gruppo termico e un gruppo detto di rallentamento. |l rapporto tralavitatermicaeil tempo di rallentamento
serviraper poter fare unastimadell’ abbondanza della popolazione di neutroni; osserviamo, infatti che, per come € stato
posto il problema (in assenza di fughe e assorbimenti) si deve avere:

rlral - h

tral tTh
ovvero:

nral tral

dalla quale ricaviamo che la popolazione dei neutroni termici € molto piu grande rispetto alla popolazione dei neutroni
di rallentamento. Passando poi al flusso si avra:



fTh - Nry, Vo, - tTh Vin
fa Na V. taV

r ral r

equindi vediamo comeil rapporto trai flussi non & pit cosi marcato comeil rapporto trai tempi caratteristici; € dunque
per questo motivo che quest’ ultimo rapporto & particolarmente importante.

E’ giunto orail momento di chiederci cosa succede al moderatore mentre avvieneil rallentamento. Come abbiamo visto
i neutroni passano da un’energia di 2 MeV ad 0,025 eV e quindi s assiste ad un passaggio di energia dai neutroni a

moderatore. Parte di questa energia si esprime sotto formadi energia termica, parte andra a spezzare i legami chimici

(soprattutto nel casoin cui il moderatore sia acqua o acqua pesante). Proprio per questo motivo, quando il moderatore &

H ,O oppure D,O, i reattore prevedono dei circuiti di ricombinazione H-O e D-O poiché |’ Idrogeno dasolo e dla

lunga pericoloso in quanto molto facilmente infiammabile. Nel caso in cui si abbia grafite, invece, & possibile chei
neutroni provochino delleinterazioni coni legami cristallini dellagrafite; si haaloral’ effetto Wigner che consistein
un accumulo di energia dovuta ad un neutrone che riesce a far spostare un nucleo di Carbonio in una zona di non
equilibrio del reticolo. La produzione di un difetto fa si che la grafite accumuli energia, che viene resa se laatomo di
Carbonio torna nella posizione di partenza. Se tanti atomi di carbonio rendono contemporaneamente I’ energia che
avevano immagazzinato in questo modo, si pud andare incontro a gravi problemi (es.: incidente di Windscale). Per
avere un’ideadella pericolositadi questa situazione supponiamo di avere un flusso

f. »10° Lz
Cir-s
| neutroni veloci di partenza saranno:
n
S=S"f,, =27340°
a' Th C IT3 S

essendo:
S"=2,7340“*cm™
Ogni neutrone veloce haun’ energiadi 2 MeV e quindi la grafite assorbe la seguente energia:

\V
E = SxeMeV =546x10° 22 =1306 %4
cm’s gs
In tre anni di funzionamento I’ energia ceduta ala grafite sara

E, = E><3y:],24><104%

Supponendo che solo il 5% di questaenergiasi accumuli per effetto Wigner, si avra

E, =0,05E,, = 618(:—;I
Conoscendo il valor medio del calore specifico dellagrafite che & circapari a0,4 cal g °C*, si hache, conunrilascio
improvviso di tutta questa energia, Si otterrebbe un aumento di temperaturadi quasi 1500°C.
Fino ad ora abbiamo analizzato il caso di mezzi infiniti omogenei che non presentavano né fughe né catture e
caratterizzati da una sorgente uniforme. Tutto cid equivaleva a non considerare la dipendenza spaziale. Da ora in poi
faremo riferimento alla densita di rallentamento come una funzione anche dello spazio perché andremo a considerare
anche le fughe nette.
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Lezione numero 16
20 Ottobre 1999
Rallentamento con diffusione. Equazione dell’ eta alla Fer mi. Esempi di soluzione per mezzi infiniti: sorgente
piana, sorgente puntifor me, sorgentefiliforme.
Consideriamo ladipendenzaspaziale del rallentamento introducendo lapossibilitadi diffusione dei neutroni; rimaniamo
dunque nel caso di mezzo omogeneo ein assenzadi assorbimenti e utilizziamo laletargiacome parametro descrittivo. Il
fatto che ci siala possibilita di diffusione dei neutroni implica che si debba fare un bilancio trai neutroni che, nel
volume dV posto in r, entrano in un certo intervallo di letargia e quelli che, nel medesimo volume, escono da tale
intervallo di letargia; si avradlora

qU,r)dv =q(U +du,r)dv +F
dove con F s indicano le fughe nette dadV nell’intervallo dU. Ricordando lalegge di Fick
J(r) = - Dgradf (r)

avremo che, sfruttando lateoriadella diffusione, il termine legato alle fughe pud essere cosi espresso:
O}~ ndS = ¢yliviav
S \%

Nell’ambito che stiamo analizzando J dipendera anche dalla letargia e quindi |a fuga netta da dV nell’intervalo dU s
puo esprimere nel modo seguente:

F =divJ(U,r)dvdu

dove la divergenza di J rappresenta la fuga di neutroni per unita di volume, di tempo e di letargia. L’ equazione di
bilancio precedentemente impostata diventa dunque:

qU,r)dv =q(U +du,r)dv +divd(U,r)dvdu
Siccomeil volumetto di riferimento € inessenziale, possiamo ridurre tale espressione nel modo seguente:
q(U,r)=qU +du,r)+divi(U,r)du
dalaquales ricava

qU +du,r)- qlU,r) _ diva(U,r)
du

Abbiamo cosi costruito un rapporto incrementale. Siccome sappiamo chei neutroni camminano sullastradaletargiacon
passi discreti (con I’ ldrogeno il passo medio € 1 ma puo arrivare ad essere infinito mentre con mezzi pesanti il passo
medio éx<1 mapuo arrivare ad essere anche In(1/a)) fisicamente non possiamo, nell’ ultimarelazione scritta, mettere
un limite per dU chetende azero. Specifichiamo alloracheil dU puo tendere azero, al ivello di approssimazione, coni
mezzi pesanti (questa approssimazione & ovviamente poco veritiera nel caso dell’ acqua, va abbastanza bene nel caso
dell’ acqua pesante e vabene nel caso dellagrafite). Questa approssimazione ci permette di passare dall’ ultimarelazione
scritta, che € esatta, alla seguente relazione:

M:-divJ(U,r) (1)
U
Questa relazione, € importante ripeterlo, € una approssimazione legata al fatto di utilizzare solo mezzi diffondenti
sufficientemente pesanti. Ovviamente deve ancora essere validalarelazione secondo al quale:

J=- Dgradf
che, nel caso in questione, pud essere scrittain maniera pit compl eta come segue:;
JU,r)=-D(U)gradf (U,r)
Combinando quest’ ultimarelazione con |’ espressione (1) si ottiene:

M:DNZf(U,r) ()
U
Affinché questarelazione siarisolubile € necessario trovare un legametraq ef . Nel caso dellasorgente uniformemente
distribuita nello spazio tale legame effettivamente ¢’ erain quanto s aveva:

,il,q(U)=S
FU)=>
fFU)=s.U) V)

Combinando queste tre relazioni s otteneva:



s5.(U) V)=

oppure anche:
g=Fx=Sfx (3)
Dobbiamo ora chiederci se questarelazionetraq ef valgaanche nellasituazione piu complessanellaqualeci samoora
posti; scegliamo a questo scopo due traguardi in letargia che siano U e U+x e facciamo I ipotesi aggiuntiva secondo la
quale tutti i neutroni si comportano come il neutrone medio; cio significache:
LU =x

In questa nuovaipotes sara possibile scrivere che:
U+x

q(U +x,r)= (‘j:(U,r)dU
U
ovvero, ricordando il teoremadel valor medio:

qU +x.r)=F{U.rk

Confrontando quest’ ultimarelazione con larelazione (3) si osservacheil legametraqef rimaneil medesimo anchein
questa nuova situazione. Si potrebbe tra |’ atro dimostrare che, tanto pit il mezzo € pesante, tanto piu i neutroni si
comportano effettivamente tutti come il neutrone medio. Questa trattazione prende il nome di teoria alla Fermi. Una
voltaesplicitato il legametraqg ef possiamo riscriverelarelazione (2) nel modo seguente:

TqU.r) _ D -,
= N-gqU,
05, qU,r) (4
Consideriamo ora il seguente cambiamento di variabile:
_%.Du')
tU)= ~-du (5)
0 S

E’ importante sottolineare che t dipende anche dal mezzo che viene utilizzato e che anche x dipende, in realta, da U,
anche se in modo sol o piuttosto debole. Derivando I’ ultimarelazione scritta si ottiene:
it D

U xS,
Larelazione (4) assume quindi |a seguente forma (equazione dell’eta alla Fermi):

ﬂqgt’r) =Nl r) ©

Dallarelazione (5) discende che:
&D (
tu)e £2 9
Ve

e quindi lavariabilet & direttamente legata alla letargia da un semplice valore maltiplicativo; alivello dimensionalela
letargia € adimensionale mentrelat si valutain cm? e prende il nome di areadi rallentamento oppure di eta alla Fermi.

Dopo aver visto la teoria del ralentamento che sfrutta I’ eta alla Fermi, vediamo di utilizzare la relazione (6) per
affrontare qual che caso particolare; mettiamoci dunque, per iniziare, nel caso di un mezzo infinito non assorbente nel

quale sia presente un foglio sorgente di neutroni di intensita (], neutroni/cm? ed energia E, . In unasituazione come

questa, nellaquale, come si vede dallafigura, il foglio emette in modo uniforme isotropo, ci saradipendenzadallasola
x equindi s avraunaq(t,x).

-
Y| %
AN N

¥ %

In questa situazione |’ espressione (6) assume la seguente forma:
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faft,x) _ 1t ,x)
it x?

Latecnicadi soluzione piu comoda € quella delle trasformate di Laplace sullavariabilet , si pone dunque:

Laft . x) = Q(s.x)

esi ricordi che, per quanto riguardale derivate, si ha:

fiq

ﬂ_tZSQ- Q(t :O,X)
Leipotesi che abbiamo fatto fino ad ora ci impongono di pensare ad un rallentamento continuo (e non piu discreto) e
quindi s deve legare lo spostamento dx ad una variazione di letargia dU. Questo significa che, ad una distanza non
nulladallasorgente non possiamo piu incontrare dei neutroni di sorgente e quindi I’ ultimarelazione scrittasi semplifica
nel modo seguente (tranne, eventual mente, in corrispondenza del piano sorgente):

LE =
qt
Accettareil rallentamento continuo eil fatto chei neutroni si comportino comeil neutrone medio significaimporre che
sa

(7)

dU = Sxdx = Sxvdt

Trasformando dungue larelazione (7) si ottiene:

_ 1°Q(s,%)
SQ(X) - ﬂXZ
ovvero:
Q!- Q=0

dalaquales ricava

Q=Ae ™ +Be’™
La soluzione deve essere simmetrica rispetto al piano sorgente. Consideriamo le sole x positive. Se la trasformata
assume valori infiniti, anche la variabile originaria diventa infinita, quindi dobbiamo eliminare il termine che diverge
per x tendente ad infinito. Ne segue che larelazione appena scrittasi pud semplificare come segue:

Q=hAe '™ (8)
Inoltre, siccome ¢’ € compensazione perfettatrai neutroni che entrano e quelli che escono dallasuperficielateraledi una
zonadi spazio costituitada: un cilindro con asse perpendicolare a piano sorgente, una base sul piano sorgente e’ altra
base posta ad x tendente ad infinito, possiamo fare la seguente osservazione:

¥
q — N\ n
?O = (p(t , X)dx t 9)
0
Trasformando secondo L aplace anche quest’ ultimarelazione e calcolando I’ integral e definito si ottiene:
B - A
2s s
e quindi:
P
24s

Larelazione (8) potraallora essere riscritta nel modo seguente:

Q: qO e—«/_SX

2Js

facendo riferimento alle tabelle sulle antitrasformate (in particolare si pud consultare lo Schaum sulle trasformate di
Laplace a pagina 240, numero 84) troviamo la seguente antitrasformata

XZ
el g4

Js

Applicando questa antitrasformata al caso in analisi si ottiene:

L— 1

=

NG X
o 1 e‘I o Tt

R N

9¢
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da questa relazione discende che q dipende da x e da t in maniera non separabile. Nelle prime due immagini della
pagina seguente vediamo I’ andamento della g in funzione dellax e dellat qualoral’ atravariabile siafissata. Nel caso
dellet fissate vediamo come si ottengano tante campane gaussiane con la medesima area unitaria.

‘q(t ,x) vat . x)

x fisso

T fisso tg<t,<t, 0=x<x <%

e ol

X X

Soffermiamoci ora su un caso diverso: consideriamo una sorgente puntiforme con emissione isotropa ed intensita q, ;
sicuramente, in un caso come questo, si avra solo dipendenzadalla coordinataradialer e quindi si ha
2
R2q = 19 (qr)
q=- 2
roqr

Larelazione (6), in questo caso, assumera quindi la seguente forma:

fiar) _ 1°(ar)

it e
Introduciamo ora la seguente funzione ausiliaria:
F=qr
Combinando dunque tra di loro le ultime due relazioni scritte si ottiene:
F _T°F
Tt e

Trasformando secondo Laplace si otterraallora
LF(t ,r)= Q(s,r)
esi torneraaloraad ottenere un’ espressione del tipo:
Q- Q=0

dallaquale ancorasi ricava

Q=Ae (12)
In questa relazione si € eliminato, come fatto in precedenza, il termine legato alla costante B. Avendo una sorgente
puntiforme, larelazione (9) viene sostituita con la seguente espressione;

¥
— 2
Qo = Oq(t ,r)4pr dr
0
in cui stavoltail bilancio viene effettuato sull’ intero spazio.
Avendo introdotto lafunzione ausiliaria F, I’ ultimarel azione scritta diventa:

o = 4 ¢F

Trasformando secondo Laplace anche questa espressione si ricava:

¥ ¥
Q_So =4p (‘p(t X)rdr = 4pA(‘p'@rdr
0 0

dalaquales ricava

%G _ 4A

S S
e quindi:
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A= &
Combinando allora quest’ ultimarelazione con I’ equazione (11) si ottiene:

qO sr
Qlsr)= o ¢

Sfruttando ancora le tabelle delle antitrasformate (ancora dallo Schaum sulle trasformate di Laplace a pagina 240,

numero 85) si trovala seguente antitrasformata:
2

r
Lle = e
24pt ?
che, applicataal caso in questione, ci permette di ottenere:
qr = & r o=
\/pt
oVVero:
af 1)z e
(4pt )2

Osserviamo orachelarelazione (6) elineare equindi valeil principio di sovrapposizione; daquesto si comprende come
il caso puntiforme siail caso piu importante perché da questo sarebbe possibile ricavare tutti gli altri. Dimostriamo
guanto appena detto ricavando la relazione (10), relativa a caso della sorgente piana, partendo dall’ ultima relazione
scritta, che si riferisce, appunto, & caso della sorgente puntiforme. Facciamo inoltre riferimento ala seguente
immagine.

Fissando x risulterainnanzitutto valida la seguente relazione:
2 _ 2
r<=r
Consideriamo ora la seguente relazione nella quale integriamo la soluzione relativa al caso puntiforme nel quale si
utilizzal'intensitarelativaal piano e’ areolarelativaallacoronacircolare:

r? r?

a ; a _X_ 12
qft,x)= mo x_e xprdr =e “ (\)qOZpre dr = 2pq0 Copfrde (12)
0

o (4t )z o (4t ): (4pt )2

Imponiamo orail seguente cambiamento di variabile:

X2

r
— =t
4
dalaquales ricava
2rdr
=dt
4
e quindi:
rdr =2tdt

101



Con tale cambiamento di variabile le relazione (12) diventac
Aptay Qo o

q(t ,x) e 03 dt = a“

(o) o Vapt

Abbiamo dunque rritrovato la soluzione relativa ala sorgente piana.
Partendo dallasoluzione relativaa caso puntiforme possiamo anche andare avalutare il caso della sorgente filiforme.

Facciamo dunque riferimento a seguente disegno.

z+dz

|
T
N

Supposto che |’ intensita dovuta allasorgente filiforme sia g ; , possiamo utilizzareil metodo appenavisto esfruttarela

seguente relazione:

r2

INCALE
qt.r)=20——dz

0 (4pt )2
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Lezione numero 17
21 Ottobre 1999

Sorgente filiforme. Distanze quadratiche medie termiche e di rallentamento. Area di migrazione. Misura
sperimentale di t. Sorgente pianain uno spazio di spessor e finito.

Rallentamento con assor bimento nell’ | drogeno. Rallentamento con assor bimento nellamiscelal drogeno—238U .
Rallentamento con assorbimento nei moderatori pesanti.

Continuiamo ad occuparci del caso dellasorgentefiliforme che vogliamo risolvere partendo dallasoluzionerelativaalla
sorgente puntiforme; ricordiamo dungue la situazione nella quale ci eravamo posti, che € quella di seguito
rappresentata:

z+dz

Nellascorsalezione si eraimpostato il problema arrivando alla seguente relazione:

r2

¥ q 3
qt,r)=20——dz
> (4pt )2
Ricordiamo chevale:
r.2 =r 2 + Z2

che, combinata con larelazione precedente, ci permette di ottenere:

2 4 ¥ z
qft .r) queS e 4 dz
(4pt )z o0

Ricordando poi |’ espressione generale dell’ integral e seguente:
¥
&g dt = N3
0 2
Si ottiene:

I.2

qof e
t’ = 4t
at.r) e

Complessivamente possiamo osservare che le soluzioni relative a punto, al filo eal piano, differiscono principalmente
per le potenze del denominatore; si osserva inoltre che nel caso della sorgente uniforme Siil flusso andava come 1/E
mentre cid non & vero nel caso in cui la sorgente sia localizzata (piano, filo, punto). Osserviamo, infine, che tutte le
soluzioni trovate sono non separabili.

Torniamo ora a concentrarci sulla teoria della diffusione grazie alla quale si eratrovato per il piano, il filo eil punto,
che la distanza quadraticamediadi diffusione alle energie termiche era, rispettivamente:

=2 ®
iro=4L 2)
%Fz =612 ©)

Nel caso del punto s era vista la corrispondenza con uno studio di tipo statistico. Vediamo ora di calcolare, per le
medesime geometrie, le distanze quadratiche medie di rallentamento. Iniziamo con il caso piano: dobbiamo prima di
tutto considerare la probabilita che un neutrone hadi raggiungerel’ etat in un certo intervallo dx. Si avraallora:
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X2
e *dx

Vat S 2
p(x)dx o dx m

Unavoltatrovatatale probabilita possiamo calcolare quanto ci interessa sfruttando la relazione:
X2

¥ ¥
2 Ay, 2 2 \u2A 4t
X" = o)< p(x)dx = —=— e * dx
o Jat &

Troviamo quindi unintegrale del tipo:

¥
dze't dt :ﬁ
5 4
Combinando allorale ultime due relazioni scritte si ottiene:
—2
X =2t 4)
Nel caso del filo I’ espressione della probabilita sara:
r2
e 4t
r)dr = rdr
p(r ) o
dalaquales ricava
—2 1 ¥ _ﬁ
== ’e*rdr =4 (5
Z 0
Nel caso del punto, infine, la probabilita avrala seguente forma:
— e-I 2
p(r )dr = 7 4pr2dr
(4pt )2
dalaquales ricava
¥ 42
-2 _ 4 L, T
r = 70 dr
(4pt )z o

Ci troviamo in questo caso a dover gestire un integrale particolare del tipo:
Gg'e “at = g‘/a
Combinando alorale ultime due relazioni scritte si ottiene:
P =6 (6)
Confrontando a questo punto lerelazioni (1), (2) e (3) con lerelazioni (4), (5) e (6) si osservaun perfetto parallelismo

trale distanze quadratiche medie termiche e le distanze quadratiche medie di rallentamento.
Definiamo allora come segue I’ area di migrazione:

M? =L%+t
Appare dunque evidente che per la geometria piana, filiforme e puntiforme si avra, rispettivamente:

I =om2 =217 +t )
12 =am2 =412 +t )
|

—2

:fr =6M2 =6(L? +1)

Moderatore t [cm? L, =t * [om] Ly** [cm]
H.,O 27 5,2 28
D,0 130 11,4 >100

C 370 19,2 50

* Lunghezza di rallentamento.

** Lunghezzadi diffusione alle energie termiche.
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Nellatabella sono riportati i valori numerici (riferiti ad un’energiainiziale di 2 MeV) per i tre moderatori pit comuni.

| valori dit sono particolarmente importanti, vediamo dungque come si misuradal punto di vista sperimentale. Per prima
cosa hisogha prendere una sorgente di neutroni come ad esempio Pu-Beoppure Am-Be (Pu e Am sono emettitoria che
interagiscono con Be per reazione (a,n)); oppure una sorgente di fissione. E' poi necessario trovare un modo per
studiare i neutroni che attraversano una certa soglia di energia; per questo si utilizza un rivelatore di risonanza. Un
rivelatore di risonanza puo essere realizzato sperimental mente utilizzando In e Cd come mostrato nella primaimmagine
che segue. Il rivelatore cosi costruito sfruttalaguainadi Cd per far si chel’In senta solo i neutroni con energia pari a
1,46 eV come si vede dalla secondaimmagine.

AS
S In
Fogliolino Scq
Guainadi Cd — di In
Spessore: Imm B
146eV E

Il fatto che il foglietto di Indio senta solo i neutroni di 1,46 €V significa che vengono visti solo i neutroni che
attraversano una certa soglia di energia. Avendo a disposizione rilevatori di questo tipo si possono costruire relazioni
del tipo:

r2

Clr)=re ™
dove C sta per conteggio sperimentale mentre A € unacostante. Ripetendo misure di questo tipo per r differenti si trova
il valoredi t. Lasoglia 1,46 €V non coincide pero con lafine del viaggio dei neutroni verso la zona termica e questo
significacheil valoredit che abbiamo misurato erelativo all’intervallo tra2 MeV e 1,46 eV. Siccome non ¢’ € hessun
modo per misurareil contributo di t dovuto al percorsotral,46 eV e0,6 eV (cheélasogliadellazonatermica) per dare

unaval utazione complessivadel valoredi t bisogna scomporrelat in un contributo misurato (tra2 MeV e 1,46 €V) ein
un contributo calcolato (sotto I’ 1,46 eV). Si avra dunque:

“D ,,,_SDdE _ 2 DdE "D dE

t :QA_dU 0w " O ="t 0=

0 Ss En XSS E 1,46eV XSS E 0,6eV XSS E
I primo addendo dell’ ultimo membro di tale relazione corrisponde con il contributo misurato mentre il secondo
addendo corrispondeal contributo calcolato. Siccomeil termine cal colato € piccol o, anche se ci sono degli errori laloro
influenza &€ comungue limitata.
Mettiamoci oranella situazione rappresentata nell’immagine seguente nellaquale si considera una sorgente piana posta
in un mezzo di spessore finito a.

V™

Siccomelo spazio non € pit infinito si devono avere delle condizioni a contorno che, in questa situazione, sono:

ao
q? t—=+=
e 29

In una situazione come questa perdono importanza le preoccupazioni legate allanon separabilita, ed imponiamo:

att. x)= F(xje(t)

dovesa
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F(x) = cos(B, x)
con:
B, =(2n+1)P
a
Laformaclassicadell’ equazione dell’ etadi Fermi € sempre valida, ovvero € sempre validalarelazione:
Y9 g
it

che, nel caso in questione, si riduce nel modo seguente:

2
Jl.El::.iEl (7)

™t
ovvero, avendo scomposto g nel prodotto di Fe G:
F,'G=FG,
dacui s ricava
F G
Considerando solo il Il eil 111 membro di quest’ ultimarelazione si ottiene:
Gt' =- BﬁG
Troviamo dungue un’ equazione differenziale del tipo:
G +B*G=0

la cui soluzione sara:

Ladensitadi rallentamento sara dunque:

¥

o] -

alt.x)=a A, cos(B,x)e ™ ®)

n=0
In questa espressione vediamo apparire delle armoniche; ovviamente non & necessario usare infinite armoniche per
avere una descrizi one adeguata della situazione. Un discorso analogo (ovviamente pit complesso per quanto riguardai
conti) sarebbe possibile per il caso dellasorgente puntiforme contenutain uno spazio sferico di raggio finito e anche per
il caso di una sorgente filiforme contenuta in uno spazio cilindrico di raggio finito. Ora che abbiamo ricavato
I’ espressione della g(t,x) dobbiamo verificare di aver trovato qualche cosa di compatibile con I’ equazione dell’ eta.
Sostituiamo dungue quanto abbiamo trovato nellarelazione (7) e ricaviamo:

¥ ¥
- & ABZcos(B x)e ™ =-§ A B?cos(B,x)e ™
n=0 n=0
Siccome abbiamo trovato un’identita, la validita dell’espressione della q € verificata. Dobbiamo trovare ora

I espressione dei coefficienti A, e per fare questo poniamo, nellarelazione (8), chet sianullo:

¥
o]
q(0.x)=a A, cos(B, )
n=0
Osserviamo, per0, chein questa espressioneil primo membro esprimeladistribuzione spaziale dei neutroni di sorgente
(ovvero di quei neutroni nei quali I'eta t € nulla) e tale distribuzione non € atro che una delta di Dirac. L'ultima
relazione scritta pud dungue cosi essere riproposta:

q:d () = & A, cos(B, x)

Fissiamo oraun valorer di n e moltiplichiamo entrambi i membri per COS(Br X) , Ottenendo:

¥
d,d(x)cos(B x) = @ A, cos(B, x)cos(B, )
Integriamo ora entrambi i membri di questa espressi one?_O
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a

2 ¥
(x)cos(B, x)dx = (‘)‘& A, cos(B, x)cos(B, x)dx
an=0
2
Qualorar sia diverso da n I'integrale del prodotto dei coseni si annulla e rimane un solo coseno a quadrato; dala

relazione precedente passiamo dunque alla seguente:

Qo

.
N|Q,Q:I\JIQJ

9o = A ¢50s* (B, x)dx

.
min Q1P

Ricaviamo quindi:

Aj:ﬁ
a

In questo discorso non sono state utilizzate la trasformate di Laplace perché ci sono le fughe.

Cambiamo argomento. Consideriamo gli assorbimenti durante il rallentamento.
Mettiamoci nell’ ipotesi di avere un mezzo infinito, omogeneo, nel quale sia presente una sorgente uniforme, nel quale,
pero, siano possibili anche reazioni di assorbimento. In una situazione come questaladensita di collisione sara:

F(E)=Swf (E)
dovesa
STot = Ss + Sa (9)
Studiamo questa situazione nel caso di moderatore Idrogeno puro e sfruttando il metodo dell’ approccio globale.
Consideriamo dunque, come ausilio a ragionamento, a seguente immagine.

E
L |

Consideriamo quindi la seguente relazione:
S(E')dE  _ S,|E') dE
F(E)dE = F(E' )aE' | ,) —|+s‘(—)s( ,) =
St (E ) E Sr\E"JE
doveil primo membro esprimeleuscitedall’ intervall o energetico dE mentreil secondo membro si riferisceagli ingressi
nell’intervallo energetico dE L rapporti trale sezioni d' urto servono per selezionare solo lereazioni di scattering (che
sono le uniche che permettono al neutrone di entrare effettivamente nell’ intervallo dE ' Dall’ ultimarelazione scritta,
ricordando cheil termine dE & inessenziale e quindi integrando, si ottiene:
& [ [
N de’ S.(E 1 S
F(E)= d:(E')—|‘S((—.))—|+— (10
E E' Sn\EJE E,
Il fatto che non appaiapiuil rapporto trale sezioni d’ urto nel terminerelativo alla sorgente & dovuto a fatto che si sono
considerati trascurabili gli assorbimenti sui neutroni di sorgente. Va utando quest’ ultima espressionein corrispondenza

dell’ energiadi sorgente si otterra:

S
FIE,) =— 11
(E) 3 (11)
Dallarelazione (9) si ricavaorache:
Ss = STot Sa

equindi si puo scrivere:

dalaquales ricava




Togliendo i logaritmi e combinando il tutto con larelazione (11) si ricava:

s,

S 0] T
F(E)=Ee £ o (12)
Per semplicitadi notazione si pone poi:
Eo I
LS. dE
p=ec: ™ i
Ricordiamo che, quando avevamo ipotizzato |’ assenza di cattura, si eratrovata unarelazione del tipo:

F(E):E

Ora, avendo supposto che anche la catturarientri nellarappresentazione, abbiamo trovato un esponenziae che prendeil
nome di fattore di trasparenzaalla cattura ed € la probabilita cheil neutrone viaggi dall’ energiadi sorgente allagenerica

energia E e chevi arrivi sano e salvo, ovvero senza essere catturato. Un discorso assolutamente anal ogo puo essere fatto
anche per ladensitadi rallentamento q; in tale caso I’ equazione di bilancio sarebbe:

Eo
aB)= oF(E e ==+ 2k
E STot 0

Confrontando questa relazione con larelazione (10) si osservache, trale due, ladifferenzaconsta nellamoltiplicazione
per E; senza rifare tutti i calcoli possiamo dungue, usando come modello la relazione (12), scrivere la seguente
espressione:

Eo I
1S, dE
I
q(E)=se =
Riscrivendo in termini di letargiasi ottiene:
! oSau
tFU)=se ™
| v g
T 'osTadUI
fal)=se ™
Sericordiamo oral’ espressione caratteristica del decadimento:
N =Ny e"

vediamo che la struttura della soluzione € la stessa, cambia ovviamente la complessitain quanto non ho piu ache fare
CON un esponente costante ma con un esponente integrale.

Fino ad ora abbiamo parlato della catturadurante il rallentamento da parte del moderatore (Idrogeno) senza considerare
che I'ldrogeno cattura in maniera assolutamente trascurabile; consideriamo quindi, da ora in poi, una miscela di
moderatore e di una sostanza che sia solo un assorbitore (ovvero che assorbamache non contribuisca alla moderazione)
cio significhera non tener conto degli scattering prodotti dall’ assorbitore. Un modello del genere funziona molto bene

pensando al’ 28 . In effetti il discorso sarebbe assolutamente identico a quello fatto per gli assorbimenti dovuti a
solo Idrogeno, pur di porre:

S, =SH +5%

e dunque, invece dellarelazione (9):
— H
STot - Sa + Ss

Passiamo ora a considerare il problema del rallentamento con assorbimento nel caso di un mezzo generico
(caratterizzato da un certo A, un certo a e un certo x). Ricordiamo, per prima cosa, la relazione che avevamo trovato
che esprimevail numero di urti (nelladescrizionein letargia):

S
Fu)== (13)

X
Talerelazione, comesi ricorda, era esattanel caso dell’ |drogeno mentre era solo un’ approssimazione nel caso di mezzi
pit pesanti. Avendo il numero di urti e le sezioni d'urto, possiamo ricavare il numero di assorbimenti che avvengono
durante un tratto letargico DU:
Sa - § DU Sa
STot X Sfot

F(U)Dbu

108



Ho dungue trovato un’ espressione del tasso di catturanell’intervallo DU; per avere una probabilita devo dividere tale
relazione per S, ottenendo la probabilita che un neutrone venga catturato durante il tratto DU:

DU S,
pcattura (DU ) S
Tot
Laprobabilitadi salvezza, ovvero laprobabilitacheil neutrone superi indenne tale tratto letargico, sara quindi:
DU S,
psalvezza(DU )
X STo’(

Supponiamo orachediversi intervalli di letargiarappresentino diversi pericoli per il neutrone, in questo caso dovremmo
esplicitare una probabilita di salvezzarelativaad ogni intervallo di letargia

psalvezza(wi ) =1- _Igs - I
Tot
e poi ottenere la probabilitadi salvezza complessiva come produttoriadelle probabi litarelative ai singoli intervalli:
~ € DU, &S, 6

psalvezza O él S U
@ X Tot Q g
Passando al logaritmo, I’ ultima relazione scritta diventa:
e @ ('j u
In psalvezza a In él : ljl
i Tot a4
Scegliamo oragli intervalli di letargiain modo che sia
STot ﬂ

Cio mi permettera, combinando le ultime due relazioni scritte, di arrestare lo sviluppo in serie a primo termine e di
ottenere:

5 DU @S, ¢
i X gSTOta

Qualoragli intervalli di letargia diventino infinitesimi, si pud ovviamente passare dalla sommatoriaall’integrale:

In Psaivezza = -

a

U
In Psalvezza = - (\lx?du |

0 ot
dacui s ricava
!
— C!
psalvezza e’

Tutto questo discorso si basa sulla validita della relazione (13), vedremo nel seguito che la presenza delle risonanze
dell’ 28U rende tale relazione una approssimazione piuttosto superficiale e quindi saranno necessarie delle ulteriori
correzioni.
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